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PREDGOVOR PRVOG IZDANJA

Ova zbirka sadrzi zadatke iz onih oblasti elementarne matematike koje su
obuhvacéene programom prijemnog ispita na tehnickim i prirodno—matemati-
¢kim fakultetima. Cilj zbirke je da ¢italac, reSavajuéi testove, obnovi gradivo
iz ovih oblasti i da se na taj na¢in pripremi za uspes$no polaganje prijemnog
ispita iz matematike.

U prvom delu zbirke je dat kratak pregled teorije, neposredno vezane za
zadatke. Teorijske ¢injenice koje su izostavljene, a potrebne su za reSava-
nje zadataka, navedene su ili izvedene u okviru reSenja. Drugi deo sadrzi
tekstove zadataka. Svi zadaci su pazljivo odabrani, prilagodeni nameni
zbirke i grupisani u komplete kakvi se polazu na ispitu. Prilikom odabi-
ra zadataka, osim navedene literature, koriSéeni su i casopisi ”"Rozhledy”
(Ceska), ”Gazeta Matematica” (Rumunija), ”Elemente der Mathematik”
(Svajcarska), ”Matematika v skole” (Rusija), ”Tangenta” (Novi Sad) i ”Tri-
angle” (Sarajevo). ReSenja zadataka se nalaze u tre¢em delu zbirke.

Poslednji deo zbirke obuhvata tekstove zadataka sa ranijih prijemnih ispita
iz matematike na Elektronskom fakultetu u NiSu, u periodu od 1989. do
2009. godine. Resenja ovih zadataka mogu se naéi u [14].

"MATEMATIKA — kompleti zadataka za prijemni ispit” je prvenstveno
namenjena kandidatima koji se pripremaju za polaganje prijemnog ispita na
Elektronskom fakultetu u Nisu, ali bi mogla da bude od koristi i kandidatima
za ostale tehnicke i prirodno—matematicke fakultete na kojima se u okviru
prijemnog ispita polaze matematika.

Zahvaljujemo se recenzentima, prof. dr Milanu Kovacevi¢u i doc. dr Sla-
dani Marinkovi¢, na korisnim sugestijama pri izradi zbirke.

Nis, 2010. g. Autori
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PREDGOVOR DRUGOG IZDANJA

U odnosu na I izdanje, II izdanje je neznatno izmenjeno u smislu ispravke
postojeéih greSaka ili nekorektnosti, kao i zamene jednog zadatka u celini.

Autori se zahvaljuju saradnicima dr Lidiji Ran¢ié, dr Dusanu Milosevi¢u
i dr Vojkanu Davidovi¢u, kao i studentima, koji su ucestvovali u uocavanju
i otklanjanju gresaka.
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1. Oznake brojnih skupova

N - skup prirodnih brojeva (Ng = Nu {0}),
7. - skup celih brojeva,

Q - skup racionalnih brojeva,

I - skup iracionalnih brojeva,

R - skup realnih brojeva (RT - skup pozitivnih realnih brojeva, Ra‘ =R+t u{o0}),
C - skup kompleksnih brojeva.

2. Apsolutna vrednost realnog broja

Neka su z, y, a i b realni brojevi. Tada je
z, x>0,
|z| = V22 = max{z, —z} =
—x, = <0,
. 1 . 1
gde je max{z,y} = 5 (@ +y+|z— y]), min{a,y} = (@ +y |z - y)).

Osnovne osobine:

2| >0; |z|=0 & 2=0; |—z[=|z); [z[°=2% —|z|<a<]2);

| <a & —a<z<a |o[<|y & 2® <y |zl -yl < |z —yl;
x| |z

lzy| = |z[|yl; ML |z +yl <lz|+yl; |z —yl < |z|+ |yl

3. Stepen realnog broja

Stepen realnog broja a™ (a € R, m € N) definige se sa

a® =1, a' =a, a™ =a-am"1, (a#0).
Osnovne osobine (a # 0, b # 0):

m m b —m
(ab)™ =a™b™; <E) -4 (7) ;0™ =0; 0°nije definisano.
4. Koren realnog broja

Neka je z,y € Rt i n,m € N. Aritmeticki n-ti koren broja z je jedinstveno pozitivno
resenje jednagine t" = z. Oznacava se sa z!/™ ili V.
Osnovne osobine:

m
o m imi n m 1 _ 1 _ 1 o —, n — -
M =zxn = (zn) —(\/E) ; ”xm_<mi> =—— =gz"n; Y0=0

n
ﬁ: E n%:xn}n = Ky "Qj‘: kY %, %—1,
Yy

a, ako je m neparan broj,
acR = Var =

la|, ako je n paran broj.

3



4

5. Celi racionalni izrazi i racionalizacija imenioca

(z—y)* =a® — 2zy + v% (z+y)? = 2% + 22y + v*;

(z —y)% =z — 322y + 32 — v, (x+y)® = 2 + 32%y + 32y® + ¢,

2? =y = (z - y)(= +); 2 +y? = (v +y— \/200)(z +y + \/22y);
2® —y® = (x — y)(@® + 2y + v°); 2+ = (x+y)(@® — ay + v°);

v—y= Vo — YD+ Yay+ V5% wty=(Va+ YDV — Yay+ 52
z—y =Wz -y KVz+ ).

r  xy oz wyytt 1 VrT =Y 1 VETH+ Y

iy vy Vet a-y D Va— -y
R el 1 Yz Yay+ Yy

Je+ 3y @ty -y @ —y

xZn +y2n — (xn +yn _ /anyn) (ZB” +yn + /2$nyn> ;

22 y2n =(z—v) (.772”71 +x2n72y+ o +my2n72 +y2n71) ;

)

p2n—1 + y2n71 _ (.77 + y) (x2n72 _ x2n73y 4= $y2n73 + y2n72) :
p2n—1 _ y2n—1 _ (:17 _ y) (IQn—Q + x?n—By N nyn—B + y2n—2) :

(x+y+2)? =22 +y? + 22 + 2zy + 222 + 2y2.

6. Logaritam

Logaritam broja z za osnovu a je jedinstveno reenje jednacéine z = a'. Oznacava se
sa log, * = t. Uslovi egzistencije logaritma su z > 0, a > 01ia # 1. Ako je a = 10, to je
dekadni logaritam (log;oz = logz). Ako je a = e (e = 2.71...), to je prirodni logaritam
(log, z = Inx).
Osnovne osobine:

log, =

> IOga T = )
log, a logy, a

aloga T _ z;

log,a=1; log, 2P =plog,z; log,x=
1 p 1
log,p * = ~log, =; log,q xP = ~log, z; log, ¥x = —log,z; log,1=0;
p q n
x
IOga (ZBy) = 1Oga T+ IOga Y5 lOga (;) = IOga T — IOga Y.
7. Proporcije. Kamatni racun

a
Koliénik veli¢ina a 1 b, b # 0, je razmera, a broj a : b, tj. — je vrednost razmere.

Ako razmere a : b i c:d imaju istu vrednost, onda se kaze da ¢ine proporciju

a:b=c:d,



a veli¢ine a, b, ¢ i d su ¢lanovi proporcije. Clanovi a i d su spoljasnji, a b i ¢ unutrasnji.
Veli¢ine a i b su direktno proporcionalne ako je

b=ka, k>0,
a obrnuto proporcionalne ako je

1
b=k=, a#0, k>0
a

Osnovne osobine proporcije su:

ab=cd &

=< & ad=bc & a:bg,
d d

SallES]

ab=cd & db=ca & ac=bd
Akojea:b=c:dik #0, tada je
(ak) : (bk) =c:d,
(a:k):(b:k)=c:d,
(ak) : b= (ck) : d,
(a:k):b=(c:k):d.

Ako jea:b=c:diakosum,n,piq brojevi razli¢iti od nule, onda je

(axb):(ctd)=a:c=b:d,
(a+b):(c+d)=(a—=0b):(c—4d),
(ma £ nb) : (mc £ nd) = (pa % gb) : (pc+ qd).

Ako je
a1 : by =c1 :dy,
as : by = co : do,
an by =cp 1 dp,
tada je
(araz - -an) : (biba---bn) = (c1c2---cp) : (dida---dn).
Ako je
a:b=b:c
tada je
b= +ac.
Ako je

al:ag - -:Qap=>b1:by: - :by



i ki, ka2, ..., kn brojevi razli¢iti od nule, tada je
aytaz+---+an a1 _ az _ . _an
by +b2+---+bn b1 b2 bn
i
kiai +kgag +-- -+ knan a1 a2 an
k1by + kobo + - - - + kpbnp b1 b b
Proporcija

a:rz=z:(a—x), a>u,

naziva se zlatni presek.
Neka je G glavnica, p procenat i g procentni iznos. Tada je

G:q=100:p,
tj.
_Gp
1= J00°

Neka je G glavnica, p procenat, v vreme (u godinama ili danima) i I dobit (interes).
Tada je

- za godine
_ Gy,
~ 100’
- za dane
_ Gpv
"~ 36000°

8. Kompleksan broj

Skup kompleksnih brojeva, u oznaci C, je skup uredenih parova (z,y), z € R, y € R,
u kome su definisane operacije sabiranje + i mnozenje - na sledec¢i nacin:

(w1,y1) + (w2,y2) = (x1 + 22,91 +y2),  (z1,91) - (T2,92) = (T122 — Y1Y2, Z1Y2 + T291).
U skupu C je 0 = (0,0) kompleksna nula, 1 = (1,0) kompleksna jedinica, a i = (0,1)
imaginarna jedinica.

1° —z=(—=z,—y) je suprotan broj broju z = (z,y);

1 T —y
20 =71 <7, 7> je inverzan broj broju z = (z,y), (z 0,0));
2 22 + 42 22 + ¢2 J J PIO] (z,y), (2#(0,0)
3° z=(z,—y) je konjugovani broj broju z = (z,y).

Oduzimanje kompl. brojeva: z1 — z2 = (z1,y1) — (x2,¥2) = (z1 — x2,Y1 — y2).

o . 21 1 _1 T1x2 +Y1y2 T2Y1 — T1Y2
Deljenje kompl. brojeva: — =21+ — =212, = 5 > 3 3 .
22 22 z5 + Y5 x5 + Y5

Kompleksan broj z = (z,y) u normalnom obliku je z = x + iy, gde je x = Re(z) realan
deo kompleksnog broja z, a y = Im(z) imaginaran deo kompleksnog broja z. Pri tome je

Z =x —1iy; Re(z):z—;—z; Im(z):Z;iz.



Za dva kompleksna broja z1 = x1 + iy1 1 z2 = x2 + iys vazi

21 =22 < T1=x2 N Y1 =1Yy2,
a rezultati rac¢unskih operacija nad njima su:

21+ 22 = (z1 + z2) + i(y1 + y2); z1 — 22 = (x1 — z2) + (Y1 — y2);
. z1 T1T2 +Y1y2 | . T2Yl — T1Y2
21 - z2 = (T122 — Y1y2) +i(T1Y2 + T2Y1); —=—— >
22 x5 + Y35 T3 + Y35
-— J— F1 z1
(Z)=2 z21*xz=2Z1+%; 21 22 =2"22; <f1>:71; 2z = 2% + %
29 Z2
i, n=4k+1,
1 1, n=4k+2,
=1, 2M=z.2m"71, ™M= , it =
Zm —i, n=4k+3,
1, n=4k.

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja je z = r(cos ¢ +isin ), a eksponencijalni (Eu-

lerov) oblik je z = re’?, gde je r = |z| = 1/x2 + y2 moduo (modul) kompleksnog broja, a
¢ = arg(z) argument kompleksnog broja, pri ¢emu je

arctang, x>0, y#0,
x
7r—|—arctang, r <0, y>0,
T

—7r—|—arctang, r <0, y<0,
T

p = arg(z) = 0, z>0, y=0,
T, <0, y=0,
0
5, xr = 0, Yy > O,
0
L —57 xr = O, Yy < 0.
Za konjugovani broj broja z vazi Z = r(cos — isin ) = re”*?. Osobine modula:
2] >0; |2|=0 & x2=0Ay=0; |z[=12z; |212=2% |lz1] = |22l < |21 — 22|;
z1 z1
el =lallals |2 =2 et ] Slaltlal ln -l <la]+lal
2

Operacije sa kompleksnim brojevima u trigonometrijskom ili eksponencijalnom obliku:

z122 = r1ra (cos(p1 + w2) + isin(p1 + ¢2)) = rirget(P1te).

zZ1 T1 . ri o 3
= — (cos(p1 — p2) +isin(p1 — ¢2)) = Leiler—w2),

22 72 ro

2 =" (COS ne +isinn<p) — rnem@'

Moavrova formula (cos ¢ + isin @)™ = cosne + isinnp = e'"%;



2k 2k pt2km
W:%(cos¢+ W—|—sin§0+ Tl—):%ezvn , k=0,1,....,.m—1;
n n

n 2k 2k
\/I:cos—ﬂ-—i—isin—ﬂ-, k=0,1,...n—1;
n n

2k +1 2k +1
\”/'—1:COS( + )W—&—isin( * )W, k=0,1,....,n—1;
n n

, 4 1
%:cos(k+ )7r+isin(4k+1)7r,
2n 2n

k=0,1,....n—1.

9. Kvadratna jednacina

Kvadratna jednacina je az? 4+ bx 4+ ¢ =0, a # 0, a,b, ¢ € R. Diskriminanta kvadratne

jednacine je D = b%? — 4ac. U zavisnosti od znaka diskriminante, moguéi su sledeéi
slucajevi:
. . . —b+ Vb2 — dac
D > 0 = reSenja su realna i razli¢ita, =12 = e
a
—b
D =0 = reSenja su realna i jednaka, z12 = 20’
a
. . b |, V4dac—b?
D < 0 = reSenja su konjugovano-kompleksna, x12 = 5 + 227.
a a
c
Vietove formule za kvadratnu jednacinu: x; +x2 = ——, T122 = —
a a

Faktorizacija kvadratne jednaéine: ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(z — x2).
Kanonicki oblik kvadratne funkcije: ax? 4 bz + ¢ = a(z — a)? + B, gde je tacka (a, 3)
b D

teme kvadratne funkcijeia = ——, = ——
2a da’

10. Faktorijeli i binomni koeficijenti

1, n =0,
n! = nl=nn—-1)n-2)---2-1;
n-(n—1),n>1;
0, k> n,
(”): 1, k=0ili k=n, (n):ni!.
k k)~ Kl(n—k)
nn—1)---(n—k+1)

, n,k € N (ostali slucajevi);

T () )
Jers (Dee ot ()0 z()w

Vaze jednakosti: Z (Z) =2" i Z(—l)k (:) =
k=0

k=0



11. Trigonometrija

Osnovne jednakosti i veze izmedu trigonometrijskih funkcija:

. 9 9 sin o 9 1 . 9 tan? o
sin“a+cos“a=1; tana = ; cos“a=——-—7—; sin“a=——-—;
cos 1+ tan2 o 1+ tan2 o
cos o 2 cot? o . 2 1
cota = ——; cos“a=———; sin“a=——-——+.
sin a 1+ cot2 o 1+ cot? a
Svodenje trigonometrijskih funkcija ma kog ugla na osnovni ugao:
™ ™ ¥ 4 3T ST + e +
T -« ——a| —t+a| T—a T+a | ——a|l — 4+« T+ «
2 2 2 2
sinx —sina| cosa cos sin « —sina| —cosa| —cosa sin o
cosx Ccos «v sina | —sina| —cosa| —cosa| —sina sin « cos
Adicione formule:
sin(a + B) =sinacos 8+ cosasinfB;  sin2a = 2sinacos a;
cos(a+ ) =cosacosfB FsinasinB; cos2a = cos? o — sin? a;
tan o + tan 2tan «
tan(ai,@)ziﬂ; tan2a = —————;
1 Ftanatan 1 — tan® «
cot a cot 1 cot?a —1
cot(a:l:,@):iﬁq:; cot2a = ———.
cot a + cot 3 2 cot
Formule sa poluuglovima:
.oa l—cosa oa l+cosa sa 1l—cosa
sin® — = ——; cos® — = ; tan® — =
2 2 2 2 2 1+ cosa
g l4cosa . 2tan § 1—tan2%
cot — = —; sina=—2—; cosa= ———=
2 1-—cosa 1+ tan? § 1+ tan? §
Transformacije zbira trigonometrijskih funkcija u proizvod i obrnuto:
« a— a— «
sina 4 sin 8 = 2sin ;ﬂcos 25; sina — sin 8 = 2sin cos ;ﬂ,
« a— a— «@
cosa + cos B = 2cos +Bcos B; cosa — cos 3 = —2sin ﬁsin +ﬁ,
2 2 2 2
sin(a sin(a —
tana—}-tan,@zw; tana—tanB:M;
cos a.cos 3 cos a.cos 3
sin(a sin(a —
cotoz—i—cotB:M; cotoz—cot,@:—M;
sin asin 8 sin asin 8
1
sinacos 8 = 5 [sin(a + B) + sin(a — B)];
1
cosacos 8 = 5 [cos(a + B) + cos(a — B)];
1
sinasin 8 = 5 [cos(a — B) — cos(a + B)] -

Vaznije vrednosti trigonometrijskih funkcija:
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a 0 T T T T ™ 5—71- 2
6 4 3 2 2
; 1 V2| V3
sin « 0 5 5| 5 1 0 —1 0
V3| V2 1
cos o 1 S| 5 3 0 —1 0 1
tan o 0 @ 1 V3| +o 0 +oo 0
cot « +oo| V3 1 @ 0 +oo 0 +oo

12. Planimetrija i stereometrija

TROUGAQO: stranice a, b, ¢; uglovi o, 3, 7 naspramni stranicama a, b, ¢ redom;
polupreénici upisanog i opisanog kruga r, R;
zbir uglova o+ B+ v = 180°;
1
§(a+b+c)7 O=a+b+c=2s;
ah _ absinvy

b
povrdina P = o 5 = \/s(s —a)(s=b)(s—c)=rs= %,

poluobim i obim s =

gde je h je visina koja odgovara stranici a.

PRAVOUGLI TROUGAQO: katete a, b, hipotenuza c;

Pitagorina teorema a® + b? = c2;
c
polupreénik opisanog kruga R = 2
ab
povrdina P = 3

JEDNAKOKRAKI TROUGAO: kraci (stranice) a = b; uglovi a = .

JEDNAKOSTRANICNI TROUGAO: stranice a = b = ¢; uglovi o = 3 = v = 60°;
a\/g

visina h = 2
o . h  aV3 2h  aV/3
polupreénici upisanog i opisanog kruga r = — = , R=—=—;
3 6 3 3
2
obim i povrsina O = 3a, P = a ;/3;

znacajne tacke (centri upisanog i opisanog kruga, teziste, presek visina, preseci sime-
trala uglova i stranica) se poklapaju;

znacagne linije (tezidna linija, visina i simetrala stranice a, simetrala ugla «) se pokla-
paju.

SLICNI TROUGLOVI: stranice paralelne; uglovi jednaki.

PODUDARNI TROUGLOVT: tri stranice jednake (pravilo SSS); jedna stranica i nalegli

uglovi jednaki (pravilo USU); dve stranice i zahvaéeni ugao jednaki (pravilo SUS); dve
stranice i ugao naspram vece od njih jednaki (pravilo SSU).

PARALELOGRAM: naspramne stranice a, ¢ ib, d paralelne i a = ¢, b = d; naspramni

uglovi jednaki;

obim i povrsina O = 2a +2b, P = ah,
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gde je h visina koja odgovara stranici a.

PRAVOUGAONIK: uglovi o = 8 =~ = 6 = 90°;
povrsina P = ab.

ROMB: stranice a = b = ¢ = d; dijagonale d;, d2 normalne i polove se; visina h;
polupreénik upisanog kruga r = 5;

did
obim i povrsina O = 4a, P =ah= 12 2 .

KVADRAT: stranice a =b=c=d; uglovia=0=~v=4§ = 90°
dijagonale di = do = d = av/2 normalne i polove se;

o L a d aVv2
polupreénici upisanog i opisanog kruga r = 3 R= 5= T;

obim i povrsina O = 4a, P =a?.
TRAPEZ: osnovice a, b paralelne, kraci ¢, d;
a+b

srednja linija m = 5

b
At o,

gde je h visina koja odgovara osnovicama.

povrsina P =

JEDNAKOKRAKI TRAPEZ: kraci ¢ = d; uglovi na osnovici jednaki; dijagonale jednake.

n—TOUGAO (mnogougao sa n stranica):
zbir uglova (n — 2) - 180°.

PRAVILNI n—~TOUGAQO: stranice jednake; uglovi jednaki.

KRUZNICA, KRUG (deo ravni ograni¢en kruznicom): polupreénik 7;

obim i povrsina kruga O = 2rmw, P =r3m;

2
duzina luka (deo kruznice) [ = i o;
36002
rem rl
sina isecka (deo kruga) P = o= —,
povrsina isecka ( ruga) 3600 ¢ 3

gde je « centralni ugao iskazan u stepenima, koji odgovara luku I, odnosno kruznom
isecku.

PRIZMA: baza (osnova) B mnogougao; strana S paralelogram; omota¢ M sastavljen od
strana; ivice (bocne stranice) paralelne i jednake; visina H;

povrdina i zapremina P =2B+ M, V = BH.
PRAVA PRIZMA: ivice normalne na bazu; strana S pravougaonik.
PRAVILNA PRIZMA: prava prizma, baza pravilni mnogougao.
PARALELOPIPED: baza paralelogram.

KVADAR: prav paralelopiped, baza pravougaonik.
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PIRAMIDA: baza (osnova) B mnogougao; strana S trougao; omota¢ M sastavljen od
strana; teme; visina H;
BH

povrdina i zapremina P =B+ M, V = 5

PRAVA PIRAMIDA: ivice (bo¢ne stranice) jednake; strana S jednakokraki trougao.
PRAVILNA PIRAMIDA: prava piramida, baza pravilni mnogougao.
TETRAEDAR: piramida sa tri strane.

ZARUBLJENA PIRAMIDA: nastaje iz piramide (osnovna piramida) odstranjivanjem
njenog vrha (dopunska piramida) pomoéu ravni paralelne sa bazom; baze B;, Ba, strana
S trapez; omota¢ M sastavljen od strana; visina H;

(B1+VB1B2 + B2)H

povrsina i zapremina P =By +Bgs+ M, V = 3

VALJAK (CILINDAR): baza (osnova) B krug; omota¢ M; izvodnice paralelne i jed-
nake; osa spaja centre baza; polupre¢nik baze R; visina H;

povrsina i zapremina P =2B + M = 2R?n + M, V =BH = R?nH.

PRAV VALJAK: osa normalna na bazu;
omotaé i povrsina M = 2RwH, P =2Rn(R+ H).

KUPA (KONUS): baza (osnova) B krug; omotac M; izvodnica s; teme; osa spaja teme
i centar baze; polupre¢nik baze R; visina H;
BH R?*nH
povrsina i zapremina P =B+ M = R?>r+ M, V = 3 = ;T .

PRAVA KUPA: osa normalna na bazu;
omotac i povrdina M = Rmws, P = Rn(R+ s).
ZARUBLJENA KUPA: nastaje iz kupe (osnovna kupa) odstranjivanjem njenog vrha (do-

punska kupa) pomoéu ravni paralelne sa bazom; baze Bi, Ba; omotaé M; izvodnica s;
osa spaja centre baza; poluprec¢nici baza R, r; visina H;

(B1++B1B2 + B2)H
3 )

povrsina i zapremina P = B1 + Ba+ M, V =

SFERA (LOPTA): polupre¢nik R;
4R37r7

pouvrdina i zapremina sfere P =A4R?w, V =
b 3 bl

povriina odsecka (kalota) P = 2RwH,;

2R?nH
zapremina isecka 'V = ———

gde je H < R visina odsecka, odnosno isecku pripadnog odsecka.

Zbog podrazumevanog razumevanja od strane cCitalaca, a radi jednostavnosti zapisi-
vanja, u zadacima iz ove oblasti su uéinjene izvesne nekorektnosti. Na primer, duz AB i
njena duzina (veli¢ina duzi) AB = 2 su isto oznacene, pri ¢emu merna jedinica (mm, cm,
itd.) nije upisana. Kod povrsina i zapremina takode nije upisivana merna jedinica (mm?2,
cm?, odnosno mm?, cm?). Nekorektnosti ovog tipa su narocito izrazene u zadacima iz
stereometrije.
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ZADATAKA






1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

2.1.

2.2,

2.3.

Test 1

Izraéunati vrednost izraza

5 (.5 .3 1 5 5
1—  (72:32 -2 ) 452 : =,
s (7705 2)

Resiti jednacinu
Vér—z22 -8 —3z+4=0.

Resiti nejednacinu
16

4
Qz+1

4% <

Resiti jednacinu
sin(z + 1) — sin(3z + 3) = 4sin?(z + 1) cos(x + 1).
Izracunati povrsinu pravouglog trougla kod kojeg je hipotenuza ¢ = 2 i

jedan ostar ugao a = 22°30’.

Racionalisati razlomke

n 44 _ B 1
e — 1 =
2+ 33+ 9 V4439242

Test 2

Nadéi vrednost izraza
2 7 30 1 9
(15 +112> 103 (2 ' 24> 32

log, g 22 + log (32 +13) — 1 = 0.

Resiti jednacinu

Sastaviti kvadratnu jednac¢inu sa racionalnim koeficijentima ako se zna da
je jedno njeno resenje
_V3—15

VBB

15

T
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2.4.

2.5.

2.6.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

Resiti jednacinu
cos(z — 1) — cos(3x — 3) = 4sin®(z — 1).

Osnova prave prizme je romb. Omotac iznosi 48, dijagonala strane 5, a
najkrace rastojanje naspramnih strana je jednako visini prizme. Izracunati
zapreminu prizme.

U rudniku je iskopano 2210 tona uglja i utvrdeno je da on sadrzi 2% vlage.
Na stovaristu se, usled cCestih padavina i dugog stajanja, procenat vlage
poveéao na 15%. Za koliko se poveéava ukupna tezina iskopanog uglja?

Test 3
Izrac¢unati vrednost izraza
17 3 0.1 —0.090
— . 18- :24 ————.
524 ¢ 85 + 0.6 — 0.58

Resiti jednacinu

Vic+1—+V3x—18 =2z + 7.

Resiti nejednacinu

log7log%ﬁ(a§— 2) <1

Resiti jednacinu
. . x
sinx — sin 3= 0.

Ako su a, b katete i ¢ hipotenuza pravouglog trougla, dokazati da je a+b <
cv2. Kada vazi jednakost?

Naéi geometrijsko mesto tacaka u kompleksnoj ravni za koje je:
a) [z —i| = |z +2[;
b)l1<|z4+2-3i] <2.



4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

5.1.

5.2.

17

Test 4

Na¢i vrednost izraza

4 1

4.
(545 15) 30 425:08541:05
(5.56 — 4.06) : 3

1
1,
3
Resiti jednacinu
ver+1+v2zx—-5—-—2—-3=0.

Resiti nejednacinu

1
5™ < 257 =t1,
Nadéi:
a) sinq, tan« i cot a ako je cosae = —1/6 i sina < cos «;
b) sina, cosa i tan « ako je cotaw = —8/13 i sina > cos a;

c) sina, cosa i cot o ako je tana = /2 i a € (0, 7);

d) cosa, tana i cot o ako je sina =5/13 1 « € [ /4, 7].

Osnova pravog paralelopipeda je paralelogram sa stranicama a = 3, b = 8
i zahva¢enim uglom v = 30°. Ako je omota¢ M = 220, izracunati povrsinu
i zapreminu paralelopipeda.

Zlatar treba da pomesa srebro finoce 600 9, i srebro fino¢e 900 9, da bi

dobio 600 grama srebra fino¢e 850 9, ,. Koliko treba da uzme srebra finoce
600 9%,,, a koliko srebra finoce 900 9,7

Test 5
Odrediti vrednost izraza
1
(1.09-0.29) -1 | (1181 +819) -0.02
13 8 9:11.25 '
189 —-16— ) - =
< 20> 9

Resiti jednacinu

logy—1(x — 1) +logys(z + 1) — 10g%(7 —xz)=1.
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5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

Resiti nejednacinu
Vaz—=2x+9 —x <2+ 2x 7|

Resiti jednacinu
sinx — sin@cosg—x =0
8 8
U trouglu ABC je stranica AB = 3, visina CD = /31 AD = BC. Kolika

je stranica AC?

Od ukupnog broja upisanih ucenika na pocetku godine, bilo je 46% de-
vojcica. U toku godine 8kolu je napustilo 15 devojcica i 30 dec¢aka, pa je na
kraju od ukupnog broja preostalih uc¢enika 48% bilo devojcica. Koliko je
ucenika upisano na pocetku, a koliko ih je ostalo na kraju skolske godine?

Test 6

Izracunati vrednost izraza

82.15 — 5.7) - 0.05 1 1
( )49 + (0.81 + 2> : <0.81 - 2) .
223 —1—

50

Resiti jednacinu
logs(logy  — 9) = 2 + logs(1 — 4log,, 4).
Resiti nejednacinu

x 1
x22—17"3x+2

Resiti jednacinu
cos 9z + cos bz + 2sin’x — 1 = 0.

Ivica pravilne trostrane prizme je 2, a zapremina 2v/3 /3. Nadéi poluprecnik
sfere opisane oko prizme.

Petar i Kosta su zaradili izvesnu koli¢inu novca i nameravali da ga podele
u odnosu 3 : 5. Greskom je suma podeljena u odnosu 3 : 2 i tako je Petar
dobio 360 dinara vise nego Sto mu pripada. Izracunati ukupnu sumu



7.1.

7.2.

7.3.

7.4.
7.5.

7.6.

8.1.

8.2.
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novca, kako treba pravilno podeliti novac i koliko je procenata ukupne
sume novca dobio Petar vise nego Sto mu pripada.

Test 7

Naéi vrednost izraza

1 1 1 5 5
(2.4+12> -2.5+ (612.6—172> : <87—121>
54.75 —4.5:0.1 ’
/ 2 1
24/1 — — = 0.
1—=x 1—=x 0

35 > o727,

Naéi tan o ako je sin® @ — 2cos? a = sinacosa i a € (0,7/2).

Resiti jednacinu

Resiti nejednacinu

U krugu polupreénika r = 25 povucene su dve paralelne tetive t; = 14 i
to = 48. Koliko je njihovo rastojanje?

Na pismenoj vezbi su ucenicima zadata tri zadatka. Pri tome, 12% ucenika
nije resilo nijedan zadatak, 32% je resilo jedan ili dva zadatka, a 14 ucenika
je resilo sva tri zadatka. Koliko je ukupno ucenika radilo ovu pismenu
vezbu?

Test 8

Naéi vrednost izraza
4 2
Bl =-1.2 1.08 — — | :
0.8 ( 3 5> < 08 25)
_l’_

1 5 .1
0.64 — 2322
25 (69 34) 17

Sastaviti kvadratnu jednacinu sa realnim koeficijentima ako se zna da je
jedno njeno resenje

1
C2+440V5

T
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8.3. Resiti nejednacinu

64
x—3

log,(z —3) > logs

2

8.4. Nadi cot o ako je 3sin®a — cos? @ = 5 — 8sina cos .

8.5. Osnova piramide je trougao sa stranicama a = 9, b = 8, ¢ = 7, a ugao
izmedu osnove i ivica je a = 60°. Izracunati zapreminu piramide.

8.6. Nadi koliko ima racionalnih sabiraka u binomnom razvoju izraza

(vVa+ %)”.

Test 9
9.1. Nadi vrednost izraza
11— 92 ) : 0.003 9
13 5 3 1 " TT200°
405—-3—1]-20 13=:1(2=-+4+ -
< 20) 8 ( 5 + 8)

9.2. Resiti jednacinu
49772 4 6. 77 — 618 T = 0.

9.3. Resiti nejednacinu
3z 10

> .
z2—-1 " hx+1

9.4. Dokazati da je

1 —sin* o — cos* o

1 = 2tan? a.
cos* o

9.5. Hipotenuza pravouglog trougla je ¢ = 40. Iz srediSta hipotenuze se povlaci
normala n = 15 na hipotenuzu do preseka sa duzom katetom. Odrediti
obim i povrsinu trougla.

9.6. Odrediti koliko ima racionalnih sabiraka u binomnom razvoju izraza

(\3/6+\4/§>100‘
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Test 10

10.1. Izracunati vrednost izraza

1 7 1 13 42 53
<14.312> ‘5@ ) 31—5 : £+ <656—2.375> s

) ) 3
225 — - =3+ 2.2 2582
9.225 9 36 5+0.25 87

10.2. Resiti jednacinu
1

\/5—\/3x—4+\/§:o.

10.3. Ako je
log, 11 =a i log, 13 =0,

nadi
(logy; 13 4 logy5 11) " + logygy 17.

10.4. Resiti jednacinu
9 3T

sinT — sin% +1=2cos 0
10.5. Osnova prave piramide je pravougaonik sa stranicama a = 12, b = 9, a
ivica piramide je s = 25/2. Odrediti zapreminu piramide.
10.6. Dokazati da je
V098 — V0.02 47
V098 +v0.02 3

Test 11

11.1. Nadi x iz jednakosti

2 8 )
T+1/3+ Vx =3.

11.2. Resiti jednacinu

11.3. Resiti nejednacinu

2x—1 2z — 2x—7

2% L9055 S 9575 _ 208,
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11.4.

11.5.

11.6.

12.1.

12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

Resiti jednacinu
4x

) LT
sinx —sin — +sin — = 0.

3 3

Katete pravouglog trougla su a = 151 b = 20. U njega je upisan krug, a u
krug je upisan novi trougao, slican prethodnom. Koliki su obim i povrsina
manjeg, upisanog trougla?

Zupcanik ima 54 zupca i izvr§i 84 obrtaja u minutu. Koliko zubaca ima
drugi zupcanik, koji radi u prenosu sa prvim i izvrSava 126 obrtaja u
minutu?

Test 12

Izracunati vrednost izraza

Resiti jednacinu

21:—2 3 z+1
L (> 1
2:04—1 _ 3x+1 2

Va2 +8+42x <2+ 3|x|.

Resiti nejednacinu
Resiti jednacinu
sin 5z — sin 3z + sin 2z = 0.
Visina pravilne trostrane piramide je H = 3, a zapremina V = 21/3/3.

Naéi poluprecnik sfere opisane oko piramide.

Naéi koliko ima racionalnih sabiraka u binomnom razvoju od

(V3+ %)50.
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Test 13
13.1. Odrediti vrednost izraza
1 5 1
. 42-3-—-33:003) : —
s 100 _ g ( 6 ) 15
0.8 '

(33 :0.625 — 0.84 : 0.8> :0.03

13.2. Resiti jednacinu

13.3. Resiti nejednacinu
log, o2 <log,_ »4.

13.4. Resiti jednacinu
cos T

cos £

Asin T 41=0.
z 3

13.5. Katete pravouglog trougla ABC su a = BC = 3, b = AC = 4. Nadi
rastojanje izmedu temena C i centra upisane kruznice.

13.6. Nadi koliko ima racionalnih sabiraka u binomnom razvoju od

(viz+vs)".

Test 14

14.1. Izracunati vrednost izraza

23 49 1 /.1 1
(4184 _4060) . ((4_32- (27 - 15>> .0.16) .

14.2. Resiti jednacinu
647 T £ 4.2 171 924 — (.

14.3. Resiti nejednacinu
|22 —4| -z +1>0.

14.4. Naéi cos(a +  + ) ako je sina = 3/5, sinff = 12/13, siny = 7/25 i
a, 3,7 €[0,7/2].
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14.5.

14.6.

15.1.

15.2.

15.3.

15.4.

15.5.

15.6.

Ugao izmedu osnove i strane pravilne trostrane piramide je « = 60°, a naj-
krace rastojanje tezista osnove od strane je d = 3. IzraCunati zapreminu
piramide.

Dokazati da je broj
V2+V3+V5

iracionalan.

Test 15

Na¢éi vrednost izraza

7 5 77 9
40— — 38— ) : 10. S )12 42
<( O30 3812) 09+<8 30) 11)

0.008

Data je jednacina
2?2 =224+ m)z+12+m? = 0.

a) Nadi uslove za parametar m € R za koja su resenja jednacine realna.
Naédi sumu resenja.

b) Nadi uslov za parametar m € R da resenja budu dvostruka.
Resiti nejednacinu

20 -7
r—3

<3

P . . «
Naéi sin «, cos o, tan v i cot a, ako je tan 5= 3.

U krug poznatog polupre¢nika R upisana su tri kruga jednakih polupreéni-
ka, koji se medusobno dodiruju. Odrediti povr§inu upisanog kruga.

U jednoj skoli ima ukupno 760 ucenika i nastavnika. Decaka ima 8 puta
viSe nego nastavnika, a broj devoj¢ica odnosi se prema broju decaka kao
5 : 4. Koliko je procenata decaka, devojcica i nastavnika od ukupnog broja
osoba u 8koli?



16.1.

16.2.

16.3.

16.4.

16.5.

16.6.

17.1.

17.2.
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Test 16

QOdrediti vrednost izraza

1 1 1 ) 5
oavid) o (oo 1) (s212)

1 3
0.4-(54.75—4.5:0.1) - <32 + 0.666 . ) E

Resiti jednacinu

1
+Vz+1=+3z-1.
ve+1
Resiti nejednacinu
357 —3%T < 2%l g

Nadi cos(a — 3) ako je sina +sin 8 =11 cosa + cos 3 = /2.

Stranice baza pravilne trostrane zarubljene piramide sua = 6, b = 2. Ugao
izmedu strane i vece baze je a = 60°. IzraCunati zapreminu zarubljene
piramide.

Resiti jednacinu
(z+ )" = (2 =),

gde je z = x + 1y kompleksan broj.

Test 17

Izracunati vrednost izraza

1 1
(4196 <230.333...>) -g
4.25 — 1.4 +0.
5 WS +0.08333

Resiti jednacinu

5zx+1

2br+l _397=1 4L 5.647 % = 383.
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17.3.

17.4.
17.5.

17.6.

18.1.

18.2.

18.3.

18.4.

18.5.

18.6.

Resiti nejednacinu

Va2 =2z 4 |z|+ 1+ > 0.

Naéi tan av i tan 3 ako je tana+tan § = 2, tan(a+ ) = 4 i tan o < tan (.

Krug poluprecnika r se iz tacke M vidi pod pravim uglom. Odrediti
povrsinu dela ravni unutar tog ugla, a van kruga.

Nekoliko minuta posle 12 ¢asova Nemanja je poceo da radi domaci zadatak
i u tom trenutku je pogledao na sat. Kada je zavrsio, ponovo je pogledao
na sat i utvrdio da su kazaljke medusobno zamenile mesta. Kada je Ne-
manja poceo, a kada zavrsio izradu domaceg zadatka?

Test 18

2 1
: = —0.09: 15:2—
3 3 0.09 (0 5 2)

0.32- 6+ 0.03 — (5.3 — 3.88) + 0.67°

Na¢i vrednost izraza

Resiti jednacinu
qvE=2 _ 19 = oVe=2

Resiti nejednacinu
logy (5% +x — 20) > = — zlogy, 2.

Ako su «, 3, v uglovi trougla i ako je
sin a + sin 3 + siny = v/3(cos a + cos 3 + cos ),

tada je bar jedan od ovih uglova jednak 7/3. Dokazati.

Ugao izmedu ose i osnove valjka je a = 60°, a jedan njegov osni presek je
romb poznate stranice a. Kolika je zapremina valjka?

Resiti jednacinu
z=1-5(1-52%)".



19.1.

19.2.

19.3.

19.4.

19.5.

19.6.

20.1.

20.2.
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Test 19
QOdrediti vrednost izraza
7 5 43 25
463:21—-—--3524+2— —T7— | :7T—
(8 63 5 35.2 + 12 7 1 8> 756

1 2 229
14— —-3.2:4):17.25: 2. — . —
< 6 3 > (7 g 3+15) 802

Resiti jednacinu

V3r—8—V2x—3++Vxr—1=0.

Resiti nejednacinu
logs x - (loggx — 1) < 2.

Ako su «, iy uglovi trougla, dokazati jednakost

cosa + cos 3+ cosy = 1+4sin%sin§sin%.

Hipotenuza pravouglog trougla ABC je ¢ = AB = 4, a ugao kod temena

A je a = 30°. Kruznica sa centrom u temenu A deli trougao na dva dela
jednakih povrsina. Nadéi polupreénik te kruznice.

Resiti jednacinu
2 —Z=0 (z =z +1y).

Test 20
Naéi x iz jednacine

1 7 20
(162 — 139) cx+2.2-(0.242424 ... —0.090909...) = 1

Data je kvadratna jednacina
224+ (m—-1Dz+3+m—4m*> =0, meR.

a) Odrediti parametar m tako da jednacina ima realna resenja.
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b) Ako su z; i 29 reSenja date jednacine, naéi vrednost zbira

L1
v a3

20.3. Resiti nejednacinu

20.4. Resiti jednacinu

- —5cos3x —5cosx =0.
sinx

20.5. Visina i poluprec¢nik osnove pravog valjka su H = 25, R = 15. Iz valjka je
odstranjen drugi valjak koji ima istu osu i visinu H, a poluprec¢nik osnove
mu je r = 6. Izra¢unati povrsinu tako dobijenog ”Supljeg valjka”.

20.6. Nadi vrednost izraza

1 1 1 1
Bl Vi vE  Vits Vo vT

Test 21
21.1. Odrediti = iz jednacine
13 9 53
<(4.625—18'26> cx+(2.5:1.25) .6.75) : 1@ 7
1 5 7 T 27
<2 — 0.375> :0.125 4 <6 - 12) : (0.358 — 1.4796 : 13.7) 7

21.2. Resiti jednacinu

\/296 $/47(0.125)1/% = 4+/2.

V8—z++vVr—3-3>0.

21.3. Resiti nejednacinu

21.4. Resiti jednacinu
sin 9z — V3 cos 7T — sin 5z = 0.



21.5.

21.6.

22.1.

22.2,

22.3.

22.4.

22.5.

22.6.
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Nad stranicom a = AB = 2v/6 jednakostrani¢nog trougla ABC kao
pre¢nikom konstruisan je krug. Izracunati povrsine delova trougla, koji
su unutar i van kruga.

Ako Ana ulozi u banku 25000 dinara na godinu dana dobi¢e kamatu od
p%. Na sav novac koji ulozi preko 25000 dinara dobija (p + 2)% kamate.
Koliko novca je Ana ulozila u banku ako je ukupna kamata za godinu dana
bila (p 4+ 0.4)%?

Test 22

Izracunati x iz jednacine

3
(4.1333...4+0.8 z) - —

136 11
444, .. +3.4- 1058 — 0.5 = —.
0 +3 - 058 — 0.5 =

Resiti jednacinu

T+ 2 _\/:Ii—i-l—f-l
2v/xr+1-3 3

—4=0.

Resiti nejednacinu

4 log,—1 (22 —7x4+10)
(9> < 2.25.

Resiti jednacinu

cos:c+\f30052x+cos3x:().

U prav valjak je upisana pravilna trostrana prizma, a u nju je upisan novi
prav valjak. Odrediti odnos zapremina ovih valjkova.

Resiti jednacinu

2 —Z=0 (z =z +1y).
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Test 23

23.1. Nadéi vrednost izraza

1 2 30
1.5:0.3 2 16) 717 1 1
. _l_ .

3 3 22 "3 307
0.6-5:— 2= 422 .9
5 <25+7> ’

23.2. Resiti jednacinu
3 1 a3
log, = + logs =5 log, v/ + logs 7

23.3. Resiti nejednacinu

>

1—-+v1—-4z2 3
5

T

23.4. Resiti jednacinu
2 (\/gsinxcosx — sinzx) = \/5— 1.

23.5. Izracunati povrsSinu paralelograma sa stranicama a = 9, b = 6 i tupim
uglom g = 150°.

23.6. Dokazati da za svako z = x + iy, sa osobinom |z| < 1, vazi nejednakost

3+ 2i— 2| > V13— 1.

Test 24
24.1. Odrediti vrednost izraza
2
(4.5-1.666. ..+ 3.75) - 296
1.7: . 4995 _ ) 41666. . . .
9

24.2. U zavisnosti od realnog parametra k resiti jednac¢inu

2 — (8k — 2)x + (15k* — 2k —7) = 0.



24.3.

24 4.

24.5.

24.6.

25.1.

25.2.

25.3.

25.4.

25.5.

25.6.
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Resiti nejednacinu

V2r+14++vV2x—5>+5—2z.

Uprostiti izraz
3 —4cos2a + cosda

3+ 4cos2a + cosda’

Ugao izmedu izvodnice i visine prave kupe je a = 60°, a njihova razlika je
5. Izra¢unati povrsinu i zapreminu kupe.

Dva radnika mogu da zavrse posao za 12 dana. Posle zajednickog rada
od 5 dana jedan radnik se razboli, pa je drugi sam produzio sa radom i
zavrsio posao za narednih 17.5 dana. Za koliko dana moze da zavrsi taj
posao svaki radnik radeéi sam?

Test 25
Odrediti = iz jednac¢ine
11 ‘
-9 _12—0—0.945.0.9
10.5-0.24 —14.15: 7.5 13 B 4§ 7
40 8

Resiti jednacinu
22 +4lz -3 —Tx+11=0.

Resiti nejednacinu

7T, 3
22

2 245y
log, |z — 1| '

Resiti jednacinu

T L a2
cos = —cosx — 4sin® = = 0.
3 3

Stranica romba je geometrijska sredina njegovih dijagonala. Koliki su
uglovi romba?

Izracunati vrednost izraza

3v3+V5+1v3 -5
V3+VE+V3—\5
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Test 26

26.1. Naéi vrednost izraza

1 2
9-3.333...—}—19.5:45 3'5+2T5+4'666"'

62 ' 1
— —0.16 05 (1= +4.1

75

26.2. Resiti jednacinu
[log(z — 1) 4+ log(4 — x) — log x| = |log x — log 2| .

26.3. Resiti nejednacinu

Vaz—4r+3>2—ua.
26.4. Resiti jednacinu

5
sin%%—cosg —cos2x = 0.

26.5. Osnova prave kupe je B = 7w. Njen omota¢ M u razvijenom obliku je
osmina odgovarajuéeg kruga. Izra¢unati povrsinu i zapreminu kupe.

26.6. Za koje celobrojne vrednosti k su koreni kvadratne jednacine
kx? —(1-2k)z+k—-2=0

racionalni?

Test 27

27.1. Naéi vrednost izraza

1 1
(0.1—1—15)—1—0.1666...) : (6—1—0.1—0.0666...) -2.52

0.5 14—025 0.333 :10.25 ! !
. 3 . 333...) (0. 5) 13

27.2. Resiti jednac¢inu

{’/2+\/5+ {’/2—\/5:1.



27.3.

27.4.

27.5.
27.6.

28.1.

28.2.

28.3.

28.4.

28.5.

28.6.
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Resiti nejednacinu
1
§IOg7‘% x —2logz2(x 4+ 6) +2 > 0.

Dokazati da za svako z € (7/4,7/2) vazi identitet

v1 —sin2x n sin 2x cos x

5 . 5 =sinz + cosz.
T —cos2x sinxcosz + cos?x

sin

Zbir dijagonala romba je 8, a povrsina romba je 7. Koliki je obim romba?

Racionalisati razlomak

Nadéi vrednost izraza

() 0 - () -G 6

U zavisnosti od realnog parametra m resiti jednacinu
42 + (m —2)z+m —5=0.

Resiti nejednacinu
0.325°=32+6 < 0,00243.
Ako za neko a € (0,7/4) vazi sin acos o = 2/5, izra¢unati:
a) sina + cos a;
b) sina — cos «;
c) sin® a + cos®™ o, m € N.
Oko prave kupe, Cija je visina jednaka precniku baze, opisana je lopta
poluprec¢nika 8. Odrediti povrsinu i zapreminu kupe.

Ucenik je krenuo u skolu izmedu 8 i 9 sati ujutru i to u trenutku kada
su se mala i velika kazaljka poklopile. Vratio se kuéi izmedu 2 i 3 sata
popodne, u trenutku kada su kazaljke gradile opruzen ugao. Koliko je
vremena proteklo od polaska do povratka iz skole?
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Test 29

29.1. Izracunati vrednost izraza
1

3-\/3—(2-\/@—5-\@—@>—10'\/07. .

3%'\/33_ (@—2-\@)%-\/3_140.@ \[5

29.2. Za koje vrednosti realnog parametra m jednacina

3

log,(3+ x) — logg 95(1 — z) = 1 + log, log, m

moze imati realna reSenja? Za koje celobrojne vrednosti parametra m
data jednac¢ina ima realna resenja?

29.3. Resiti nejednacinu
3x 1

< .
2 -9 " x4+2

29.4. Resiti jednacinu
cos 22 + cos 62 = —v/3 cos 4z.

29.5. Zbir dijagonala romba je 14, a manja dijagonala iznosi 3/4 vece. Izracunati
stranicu romba i poluprec¢nik upisane kruznice.

29.6. Da li je vrednost izraza

2M+\/(2ﬁ—6>2

racionalan ili iracionalan broj?

Test 30

30.1. Nadi vrednost izraza
5 11 25 3 12
— —([1—: C— — 47— —
314 < 49 (76 38 77)) 55

30.2. Za koju vrednost parametra k£ > 0 je jedan koren jednacine

8z — 62 4+ 9k> =0



30.3.

30.4.

30.5.

30.6.

31.1.

31.2.

31.3.

31.4.

31.5.
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jednak kvadratu drugog korena?

Resiti nejednacinu

3x+7'<5.
rx+2 |

Resiti jednacinu
tanx + cotx = 3 + 2sin 2x.

Izvodnica i polupreénik osnove prave kupe su s = 5, R = 3. Kupa je
izdubljena pomoé¢u pravog valjka, ¢ija se osa poklapa sa osom kupe, a
osnova mu je deo osnove kupe. Poluprec¢nik osnove valjka je r = 1, a visina
h je jednaka polovini visine H kupe. Izrac¢unati povrsSinu i zapreminu
izdubljene kupe.

Dokazati da je

\/11+6\@+\/11—6\/§

prirodan broj.

Test 31

QOdrediti vrednost izraza

2 1 7
1.75: = —1.75-1- ) : —
<75 2 1w 8) -

17
— —0.0325 ) : 400
Ca

£ (6.79: 0.7+ 0.3).

Resiti jednacinu

V2r —6+Vr+4=5.
Resiti nejednacinu
2 1

— < 0.
|| +3  |z|—1

Uprostiti izraz
2(sin 2z + 2 cos?z — 1)
cosx —sinz — cos 3x +sin 3z

Dijagonala jednakokrakog trapeza je dva puta duza od njegove srednje
linije m. Ako je m poznato, kolika je povrsina trapeza?
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31.6. Cena neke robe je najpre povec¢ana za 20%, a posle mesec dana smanjena
za 20%. Posle ove promene prvobitna cena se smanjila za 60 dinara. Za
koliko dinara bi se smanjila prvobitna cena ako bi se najpre smanjila za

20%, a zatim povecala za 20%?
Test 32

32.1. Nadi vrednost izraza

9 1 .9 2
<<<616 - 25 . 114> -0.56> : 0.75> : 65.

32.2. Resiti jednacinu
log, (2% + 1) - log, (2°+ +2) = 2.

32.3. Resiti nejednacinu
|2z — 1| S 1
2—x—-2" 2

32.4. Ako je sinaw = 3/51icosff = —12/13, 0 < o, < 7, izracunati vrednost
izraza
T(a, B) = cos(2ac+ ) + sin(f — 2a).

32.5. Prava zarubljena kupa ima polupreénike baza R = 3, r = 1 i visinu H = 2.
Odrediti odnos zapremina zarubljene i dopunske kupe.

32.6. Racionalisati izraz 1

2+v5+2v2+ V10

Test 33
33.1. Izracunati
1+ L 71
1 . L5 1 20.25
1+22-10
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33.3.

33.4.

33.5.

33.6.

34.1.

34.2.

34.3.

34.4.

34.5.
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Da li jednacine

VBz+8)(z+3)=2 i V3zr+8/r+3=2

imaju ista resenja?

Resiti nejednacinu
Va2 +3z4+ 9+ 2z <3lz+1].
Resiti jednacinu
sinx 4+ cosx = —1.

U jednakokrakom trapezu sa osnovicama a = 8 i b = 6 dijagonale se seku
pod pravim uglom. Izra¢unati obim i povrsSinu trapeza.

Dokazati da je vrednost izraza

§/2+\/5+ {"/2—\/5

prirodan broj.

Test 34

Izracunati

(S

(CEORSINUNCEED)

Resiti jednacinu

5% 4 12% = 137.
Resiti nejednacinu

2

logg, 327 < 1.

Resiti jednacinu
cos 2z —cosx —sinz = 0.

Pravilna ¢etvorostrana prizma ima visinu H = 2 i stranicu osnove a =

4. Poluprecnik sfere je jednak rastojanju izmedu najudaljenijih temena
naspramnih strana prizme. Kolike su povrsina i zapremina sfere?
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34.6.

35.1.

35.2.

35.3.

35.4.

35.5.

35.6.

Od ulaska lokomotive do poslednjeg vagona u tunel proteklo je 15 sekundi.
Od tog trenutka do izlaska poslednjeg vagona iz tunela proteklo je pola
minuta. Kolika je duzina voza i kojom brzinom se voz kretao ako je duzina
tunela 300 m?

Test 35
Nadi vrednost izraza
9 2.75 7
6.2—1—3E: 5 T~ o1 :12.666. .. .
14: - —-25: —
7 18

Da li jednacine
logy z(x +1) =1 i logy, x +logy(z+1) =1

imaju ista reSenja?

Resiti nejednacinu

1
+ <1
S5—z 14z
Resiti jednacinu
cos® z + sin® z = 4 sin? 2.
U nejednakokrakom trapezu jedan krak je duzi od drugog za 4. Veéi krak

je kraéi od veée osnovice za 2. Zbir manje osnovice i krakova je 40. Jedna
dijagonala polovi ugao na vec¢oj osnovici. Odrediti stranice trapeza.

Odrediti vrednost celobrojnog parametra m u kvadratnoj jednacini

2 —mz+2m—"7=0,

tako da koreni jednacine zadovoljavaju uslov

I i) 4
7+7+*:ﬂ?1+$2,
i) T 5!

a zatim za tako nadeno m, ne reSavajuéi jednacinu, odrediti zbir kubova
njenih korena.
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36.3.
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Test 36
Izrac¢unati
107 1
0645:03—-1— |- (4:625—-1:5+—=-1.96
12 B ( 180) ( + 7 )
20 1
1—-2-:7

5

U skupu realnih brojeva naci resenje jednacine
1 2
logo (zy+ — ) =1—(z+y—2)~.
Ty

Resiti nejednacinu
22— |z| - 12
_ >
z—3 -

2x.

Resiti jednacinu
cos7x + cosbxr — sin 2x = 0.

1z sfere poluprec¢nika R = 5 je odstranjen isecak, ¢ija pripadna kalota ima
visinu H = 1. Izracunati povrsSinu i zapreminu tako dobijene ”izdubljene
sfere”.

Pesak je presao put za Cetiri dana. Prvog dana je presao 1/3 puta, drugog
dana 1/5 puta, a treceg dana 6.8 km. Za ta tri dana je presao 6 puta vise
nego $to mu je preostalo. Kolika je duzina puta? Koliko procenata puta
je pesak prelazio svakoga dana?

Test 37

Naéi vrednost izraza

17 3 5 5
. 1.5-(26562:v1.69—1—+ — ) -(19.21 — (426 — —: — .
3.5+ 1.5 < 65 69 30 + 50) < 9 < 6 7 42>>

Resiti jednacinu

\/:c2—1+\/x2+x—2—(l/x2—2:v—|—1:().
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37.3. Resiti nejednacinu
log,2_ (37 — 1) < log,2_, 2°.

37.4. Izracunati:
5T

) cos = + cos — +
a) COoS — COS — COS —;
7 7 7

b) cos g cos 377T Ccos 577r

37.5. Iz kvadrata zadate stranice a su odstranjeni ugaoni delovi tako da je pre-
ostala figura pravilni osmougao. Kolika je povrsina tog osmougla?

37.6. Ako je z = x + iy, resiti jednacinu

lz| +2z=2+1.

Test 38

38.1. Izracunati vrednost izraza

1 V5 +1 VE—1 1 1
2‘<1+\/5+ﬁ+1—\/5+ﬁ>'(72_4'7 2+2>.m'

38.2. Resiti jednacinu
2% — 22 — 3| = |2* — 22 + 5|

38.3. Resiti nejednacinu
25% < 6-5" — 5.

38.4. Uprostiti izraz
_ sin®(270° — @) cos(a — 360°)
~ tan®(90° — a) cos3(270° — )

38.5. Romb sa veéom dijagonalom d = 4 i ostrim uglom o = 60° rotira oko jedne
svoje stranice. Odrediti povrsinu i zapreminu tako dobijenog obrtnog tela.

38.6. Brojna vrednost izraza

f/20+14\f2+ {’/20— 14V/2.

je ceo broj. Naci taj broj.
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39.2.

39.3.
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39.6.
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40.2.
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Test 39
Naéi vrednost izraza
1 1 5
3= +4- —6=
3T (138 0| (535
5372}705‘ 11 99 8 8)°
8 4 )

Resiti jednacinu

\/:U+3—4\/3:—1+ r+8—6vr—1=1.
Resiti nejednacinu
1
log; /3 37 > 54/logs x.

Resiti jednacinu

3

1
sin®z +cos®z=1— 5sin2a:.

Rastojanje izmedu paralelnih stranica pravilnog Sestougla je d = 2v/3.

Izracunati obim i povrsinu Sestougla.

Prvi traktor moze izorati neko polje za 15 sati, a drugi za 20 sati. Nakon
jednog sata oranja prvim traktorom, u pomo¢ je doSao drugi traktor i
zajedno su poorali celo polje. Koliko su sati ovi traktori orali zajedno?

Test 40

Izrac¢unati vrednost izraza

<64 : 15% 102 (—0.2)3> (0015 : 0.12 4 0.7)
(—10)* -

25
12 ((—3). <—;>3> 0.2

Resiti jednacinu

lz+ 1| — ||+ 3|z —1] = 2|z — 2| =2+ 2.
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40.3.

40.4.

40.5.

40.6.

Resiti nejednacinu

R > /12520114,

Resiti jednacinu
sinz + cosz +sinxcosx = 1.

Osnovice trapeza su a = 4++/3, b = 1, a uglovi na veéoj osnovici o = 45°,
£ = 30°. Izra¢unati povrSinu i zapreminu obrtnog tela koje nastaje kada
trapez rotira oko svoje vece osnovice.

Cena zlata na berzi svako prepodne poraste za 20%, a svako poslepodne

opadne za 20%. Da li ée posle 3 dana rada berze cena zlata biti veéa ili
manja od 80% prvobitne cene?



RESENJA
ZADATAKA






Test 1

1.1. Vrednost izraza je 16%.

1.2. Iz uslova 6z — 2% — 8 > 0 dobijamo = € [2,4]. Primetimo da za svako z € [2, 4]
vazi 3x — 4 > 0. Kvadriranjem jednacine

Vbér—22—-8=3x—14

dobijamo kvadratnu jednacinu
10z — 30z + 24 = 0,

koja nema resenja u skupu realnih brojeva.

1.3. Data nejednacina je definisana za svako x € R\ {—1}. Nejednacina je ekviva-

lentna sa

4 4
2% 91 <2t o 2%haT <ot

Odavde dobijamo nejednacinu

4
2 — <4
x+x+1<,

koja je ekvivalentna sa

2z(x — 1)

0.
xz+1 <

Resenje ove nejednacine je x € (—oo,—1) U (0,1), Sto je i reSenje polazne ne-
jednacine.

1.4. Koristedi trigonometrijske identitete dobijamo

sin(z + 1) — sin(3z + 3) = 4sin*(z + 1) cos(z + 1),
— 2sin(z + 1) cos 2(x + 1) = 2sin(x + 1) sin 2(z + 1),
sin(z 4+ 1) (sin2(x + 1) 4+ cos2(z + 1)) =0,

sin(x + 1) (? sin2(x +1) + g cos2(x + 1)) =0,
sin(z + 1) sin(% +2(z + 1)) = 0.
Iz poslednje jednacine sledi
op+1=kr ili %+2(a}k—|—1):kﬂ'7 ke,

45
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pa su resenja polazne jednacine

G

kel
8 » RE

oy =kr—1 ili xx

1.5. Neka su a, b katete pravouglog trougla i o ugao naspram katete a.

b
Prema definiciji trigonometrijske funkcije sinus je
, a
sina = —,
c
pa je
a =csina = 2sina.
Koristedi trigonometrijsku jednakost

1 — cos2«a
2

. 2
sin” a =
i imajuéi u vidu da je 2a = 45°, cos 2a = cos 45° = 1/2/2, dobija se

1 L/E
sin? - 2 2—\/5 . 2—\/§
mn o = = mo—= —.
2 4 2

Zato je jedna kateta
a=V2-V2.

Primenom Pitagorine teoreme
2, 2 2
a”+b =c

sledi
22402 =4, b =2+2,

odakle je druga kateta
b=V2+ V2.

Povrsina pravouglog trougla je

ab V2 -v2V2+ V2
2 = 2

V(2 -vV2)(2+V2) -2

2 2

P =

oS
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1.6. Neka je = /3. Dati izraz A prosirujemo na sledeéi nacin

e 44 B 44(x® — 2z +4)(2® —x + 1)
243z +22 (42 (x+1D)(22 -2z +4) (22 —x+ 1)
_ 44(x" — 32 + Ta® — 67 +4)

(23 4+ 8)(z2 + 1)

Kada u dobijenom izrazu zamenimo x dobijamo
A=7V9-3V3-5.

Neka je sada z = v/2. Na slican nacin kao kod izraza A, izraz B postaje

B 1 2t =328+ T2 —6x+4  TVA-4V2-2
24 3z+22 (¥4 8)(z¥+1) 30 '
Test 2

2.1. Vrednost izraza je i
2.2. Jednacina je definisana za ¢ # 0 i 3z + 13 > 0, tj. za x € (—13/3,0) U (0, +00).

Transformisimo jednac¢inu na sledeéi nacin:

logy o0 2> + log (32 +13) — 1 =0,
1
3 log,o ° + log,(3z + 13) — 1 = 0,

10g10 |ZL'| + 10g10(3$ + ]_3) —1= O’
z|(3z + 13
log,, M

=0.
10
Iz poslednje jednacine imamo |z|(3xz + 13) = 10. ReSenja ove jednacine su:
x1 = =5, xo = 2/3, z3 = —10/3 i x4 = —1. Bududéi da resenje x1 = —5 ne

pripada oblasti definisanosti jednac¢ine, njega odbacujemo, pa su reSenje polazne
jednacine z € {—10/3,—1,2/3}.

2.3. Racionalisanjem datog korena jednacine imamo da je x1 = /15 — 4. Neka je
22 4+br+c=0, bceQ,
jednagina koju treba naé¢i. Na osnovu Vietovih formula za ovu kvadratnu

jednacinu je
1 +x2=—b, xT122="C
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2.4.

2.5.

Da bi uslov zadatka b, ¢ € QQ bio ispunjen, a s obzirom na vrednost korena x1,
mora biti da je zo = —v/15 — 4. Sada je b= 8, ¢ = 1, pa je trazena kvadratna
jednacina

2’ +8x+1=0.

Imamo sledeci niz ekvivalentnih jednacina:
cos(x — 1) — cos(3z — 3) = 4sin’(z — 1),
2sin(z — 1) sin2(z — 1) = 4sin®(z — 1),
4sin’(x — 1) cos(z — 1) = 4sin®(z — 1),
sin®(x — 1) (cos(x — 1) — sin(z — 1)) = 0,
2 2
sin®(z — 1) <\2[ cos(z — 1) — g sin(z — 1)> =0,
sin®(z — 1) sin (% —z+ 1) =0.
Resenja date jednacine su

L (1—4k)m

Tz =km+1 ili 1

+1, keZ.

Stranica romba je oznaCena sa a, dijagonala strane sa d. Prizma je prava,
pa se visina prizme H poklapa sa njenom ivicom. Takode, najkraée rastojanje
naspramnih strana je jednako visini romba, §to znac¢i da su visine romba i prizme
jednake.

Strana prizme je pravougaonik stranica a, H i njena povrsina je S = aH.
Osnova prizme je romb, pa prizma ima cetiri jednake strane i prema uslovu
zadatka sledi da je omota¢ M = 4S5 = 4aH = 48. Jos§, prema Pitagorinoj
teoremi, iz uslova d = 5 sledi d* = a® + H? = 25. Dakle, dobijamo sistem
jednacina

4aH =48, o’ + H* = 25.

Iz prve jednacine je a = 12/H, §to zamenom u drugu daje

H* —25H? + 144 = 0.



2.6.

3.1.
3.2.
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Dobijena jednacina je bikvadratna i resava se smenom t = H?, posle koje postaje
kvadratna jednacina
t? — 25t + 144 = 0.

Resenja kvadratne jednacine su

25+ /252 —4-144 2547

2 2 7

t12 =

tj. t1 = 16, t2 = 9, pa su reSenja bikvadratne jednacine
Hi=+Vti=4, Hy=+tz=3.

Dalje je
12

b

= — = 4.
H,

ai 3, a

Za visinu H i stranicu a romba vazi H < a, pa je
H:HQIS, a=az=4.

Baza prizme je
B=aH =12

i za zapreminu se dobija

V = BH = 36.

Kako je 2% iskopanog uglja voda, to je 98% ¢istog uglja, $to znaéi da uglja
ima 0.98 - 2210 t = 2165.8 t. Kada je procenat vlage porastao na 15%, ta ista
koli¢ina uglja predstavlja sada 85% ukupne tezine, pa je ukupna tezina rude na
stovaristu (100/85) - 2165.8 t = 2548 t. Znaci da se ukupna tezina povecala za
338 t.

Test 3

Vrednost izraza je 262—;.
Zadatak ima smisla ako je x > 6. Dva puta kvadriranjem leve i desne strane
dobijamo da je

dr —12 = /(T + 1)(3z — 18),
52% — 27z = 162,

te je x1 = 91 2 = —18/5. Zbog uslova x > 6 reSenje z2 ne dolazi u obuzir.
Zamenom x1 = 9 u datoj jednacini vidimo da to jeste resenje.
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3.3. Nejednacina je definisana za 2 < z < 3. Transformacijom date nejednacine
sledi:

log,log 1 (z—2) <1,
g
log, log,(z —2)77 < 1,
0 <log,(x—2)"" <7,
l<(z-2)7""'<7.
Dakle, resenje nejednacine je z € (15/7, 3).

3.4. Jednacinu resavamo na sledeéi nacin:

. . T
sinx —sin — =0,

3
sin(£+2—x)—sin£—0
3 3 3
sinECOSQ—x—I—COSESinQ—I—sinE—O
3 3 3 3 3
sin%(1—2sin2§>+cos§2sin§cos§—sin§20,
sin§<2—4sin2§ =0,
ZSinf(l—\/ﬁsm§> 1+\/§sin£>:O
Dalje imamo:
LT
smgzo = xp=3kmw, keZ,
sinfzﬁ = xk:73(8k+l)ﬂ- ili xk:73(8k+3)7r, keZ,
3 2 4 4
. T 2 _3(8k—1)7r . _3(8k—3)7r
sm3——2 = Ip= 7] ili zp = 1 , kelZ.

Zadatak se jednostavnije reSava pomoc¢u transformacije

sinx—sinf—lsingcos%
3 2 3 3

3.5. Iz (a — b)? = a® + b* — 2ab > 0 sledi
2ab < a? + b?
i, prema Pitagorinoj teoremi,

2ab < 02, & + 2ab < 2+ 2 =28
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o1
Iz (a + b)? = a® + b® + 2ab dalje sledi
(a+b)* = + 2ab < 267,

pa je zaista
a+b<cev2

Jednakost a + b = cv/2 vazi ako je (a — b)® = 0, tj. a = b, 5to znaéi da je
pravougli trougao jednakokraki.

a) Neka je z = ¢ + iy. Na osnovu uslova zadatka sledi
2+ iy — 1)] = (@ +2) + iy,

tj.
2+ y—1)"=(@+2)°+y°

Odavde dobijamo da je geometrijsko mesto tacaka prava zadata jedna¢inom

Az +2y+3=0.

b) Analogno kao u delu pod a) sledi

1< |(z+2)+ily—3) <2,
1<z +22+(y—3)2<2,
1< (z+2)7°%+@y—23)?2 <4

Dakle, geometrijsko mesto tacaka je kruzni prsten.

Test 4

Vrednost datog izraza je 9.

Jednagina ima smisla za ¢ > 5/2. Kvadriranjem jednacine
Ve+1vV2z —5=x+ 3,
dobijamo kvadratnu jednacinu
2 =9z —14 =0,

¢ija su refenja 1 = (9 — V/137) /2 i 22 = (9+ V137) /2. S obzirom na uslov
x > 5/2, sledi da data jednacina ima jedinstveno reSenje = = (9 + 137) /2.
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4.3.

4.4.

4.5.

Nejednacina je definisana za svako x € R\ {—1}. Transformacijom nejednacine
sledi:

— o1 —a _ 2
9 T2 L & 5 Ty T & —r<—

x+1
2 -2 -1 2
e o< 22 Rk < O<—(x =+ ).
x+1 r+1

Resavajuéi poslednju nejednacinu dobijamo da je reSenje polazne nejednacine
z € (—2,-1)U(1,400).

a) sina = —v/35/6, tana = /35, cota = v/35/35;

b) sina = 13v/233/233, cosa = —8v/233/233, tana = —13/8;

c) sina =1/6/3, cosa=+/3/3, cota=+2/2;

d) cosa = —12/13, tana = —5/12, cota = —12/5.

Na slici je prikazana samo osnova paralelopipeda sa visinom h koja odgovara
stranici b.

N (]

b

Visina h paralelograma se odreduje iz h/a = sin+y i dobija se

h = asiny = 3sin30° = %,
pa je baza
B:bh:8-g:12.

Razli¢ite strane paralelopipeda su
S1=aH =3H, S;=0bH =8H,
gde je H visina paralelopipeda. Paralelopiped ima jednake naspramne strane,
pa je omotac

M =257 4+ 25, = 22H = 220,

odakle je visina
H =10.

Povrsina i zapremina paralelopipeda su

P=2B+ M =24+220=244, V =BH =12-10=120.
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Ako sa z ozna¢imo masu srebra finoée 600 %, a sa y masu srebra fino¢e 900 9,
koje treba da se pomesaju, na osnovu uslova zadatka postavljamo proporciju

z 1y = (900 — 850) : (850 — 600),

odakle je x : y = 1 : 5. Kako je x + y = 600 grama, iz proporcije imamo da je
y = bz, pa ako to zamenimo u drugoj jednacini, dobijamo x + 5x = 6x = 600
grama, tj. z = 100 grama. Sada je y = 600 — 100 = 500 grama.

Test 5

Dati izraz ima vrednost 1.

Da bi jednac¢ina imala smisla mora da vazi > 1, z > —1 iz < 7, §to je
ekvivalentno sa = € (1,7). Dalje imamo

logy—1(x — 1) 4+ logy 5(x 4+ 1) — log%('? —x) =1,
2

log, (z — 1)71 + logy (z + 1)71 + logy (7 — m)2 =1,

(T—=)

logy ———————— = 1.
B2 D@+1)
Iz poslednje jednacine sledi
Ry
(r-o? _,
x2 -1
odakle se dobija kvadratna jednacina
z® + 14z — 51 =0,
Cija su reSenja 1 = 3 1 2 = —17. S obzirom na uslov z € (1,7), jedino resenje

jednacine je x = 3.
Razlikova¢emo dva slucaja.
1° Za x > 7/2 nejednacina postaje

V2 —2x+9 <3z -5,

Cije je resenje x > 7/2.
2° Za x < 7/2 dobijamo

Va2 —2x+9< —x+09,

odakle je x < 7/2.
Dakle, resenje polazne nejednacine je z € R.
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5.4. Transformi$imo datu jednacinu na nacin:

5 3z

sinxfsingcosgzo,
sin(g—x+5—x>—sin5—xcosg—x—0

8 8 8 g
siHB—ICOSS—I—I—COSS—xsinE)—I—sins—mcos?)—m—O

8 8 8 8 8 g 7
sin3—xc055—m*0

8 8

Iz poslednje jednacine dobijamo resenja polazne jednacine

8k 42k + 1)m
Tk = —% > Tk = f7

Z.
3 ke

5.5. Kako je C'D visina trougla ABC, trouglovi ADC' i DBC' su pravougli.

C

A B
D

Trougao DBC ima katete CD = /3, DB = AB— AD = 3— AD i hipotenuzu
BC = AD. Prema Pitagorinoj teoremi je

CD*+ DB? = BC?

i dalje
3+ (3—AD)? = AD?,
odakle je
AD = 2.
Primenjujuéi Pitagorinu teoremu na trougao ADC sa katetama AD = 2,

CD = /3, dobija se
AC =+\/AD?2 + CD? =4+ 3 =/1.

5.6. Pretpostavimo da je na pocetku skolske godine bilo x ucenika. Od tog broja je
0.46x devojcica i 0.54x decaka. Kako je tokom godine skolu napustilo 30 decaka,
broj decaka na kraju godine je 0.54x —30. S druge strane, kako je skolu napustilo
ukupno 45 uéenika preostalo ih je x — 45, od Cega je devojcica 0.48(x — 45), a
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decaka 0.52(z — 45). Izjednacavanjem broja decaka dobijenih u ova dva slucaja
dobijamo jednac¢inu
0.54z — 30 = 0.52(x — 45),

odakle je x = 330. Dakle, upisano je 330 ucenika, a zavrsilo njih 285.

Test 6

Vrednost izraza je 15.6961.

Zadatak ima smisla za z > 2°. Transformacijom date jednacine dobijamo

8 8
logs(logy  — 9) = logs 9 (1 - loggx) & log,z—9=9 (1 — log2m> .

Uvodenjem smene t = log, x poslednja jednacina postaje

2 —18t+ 72 =0,

Cija su redenja t; = 12 i to = 6. Odatle je 1 = 2'? i 2 = 2°. S obzirom na
uslov 2 > 27, zadatak ima samo jedno resenje x = 2'2.

Da bi nejednaéina imala smisla mora da bude =z # 1, z # —1 iz # —2/3.
Nejednacinu resavamo na sledeéi nacin:

T 1 T 1
& — — <0
z2—-1 " 3x+2 2—-1 3z+2
2c% + 22 +1

T G )Er Bzt 2) <0 & z€(—oco,—1)U(-2/3,1).

Imamo
cos 9z + cos bz + 2sin’z —1=0 < 2cos 7z cos 2z + sin & — cos” z = 0.
Dalje, koristeéi trigonometrijske identitete dobijamo
2cosTx (cos2 x — sin® :c) — (0052 x — sin® :E) =0,
(cosz —sinzx)(cosx +sinz)(2cos 7z — 1) = 0,

sin (% - ;13) sin (% + x) (2cos 7z — 1) = 0.

Iz poslednje jednacine slede resenja:

sin(%—x)zO = xk:M, keZ,

4
sin(z—i—m)zo = xkzw, kelZ,
4 4
1 1 s
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6.5. Trostrana prizma je pravilna, §to znaci da joj je osnova jednakostrani¢ni trougao,
ivice su normalne na bazu i jednake visini H prizme. Kruznice opisane oko
baza prizme pripadaju sferi opisanoj oko prizme. Kroz centre O1, Oz opisanih
kruznica polupreénika 7 i centar O sfere polupre¢nika R postavljena je visina
prizme i uocena su temena M, N baza.

IzV =BH i H =2 sledi

V3B
“H 3

Kako je B jednakostranicni trougao, to je B = a®v/3/4, odakle je a® = 4B/\/3 =
4/3 i stranica baze iznosi

a poluprec¢nik opisane kruznice

Trouglovi OO1 M, OO2N su pravougli sa jednakim hipotenuzama R i kate-
tama r, pa su podudarni (pravilo SSU). Iz podudarnosti sledi jednakost drugih
kateta i, zbog OO1 + OO2 = H,

OOlenggzl.

Prema Pitagorinoj teoremi je R* = r? + 1 = 13/9 i konacno

6.6. Petar je umesto 3/8 ukupno zaradene sume novca x dobio 3/5, pa je

3 3 .
(g—§>x—360 & 2 = 1600 din.
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Da je raspodela bila pravilna, Petar bi dobio 600 din, a Kosta 1000 din. Dakle,

Petar je dobio 22.5% vise novca nego $to mu pripada.

Test 7

Vrednost izraza je 1.

Iz uslova
2

1—2x

1—

>0 i T # 1,

sledi da jednacina ima smisla za x € (—o0, —1) U (1, +00). Kako za z > 1 vazi

1
r—1

> 0,

jednaCina moze imati reSenje samo kada je z € (—oo,—1). Kvadriranjem

jednacine dobijamo
x+1 1

r—1 (1-x)2’

4 .

odakle je resenje x = —/5/2.

Nejednacina je definisana za svako x # —1 i ekvivalentna je nejednacini
2x—13
35 T > 321—5—17.

Iz ove nejednacine sledi
22 — 13

z+1
odakle dobijamo x € (—o0, —6) U (—=5/2, —1).

> 2x + 17,

Deljenjem jednakosti sin® o — 2 cos® @ = sin av cos a sa sin a cos a (# 0) dobijamo

jednacinu
sin o Ccos «
2 =1.

COoS & sin o

Uvodeéi smenu t = tan o dobijamo

2
t-2=1 = 2 —t—2=0,

Cija su reSenja t; = 2 i t2 = —1. S obzirom na uslov o € (0,7/2), sledi da je

tana = 2.

Sa O oznacimo centar kruga, sa A i C' krajeve tetiva t; i ta2, a sa B i D njihove
sredine. Pre¢nik kruga, normalan na tetivu, polovi tetivu. Kako su t1 i t2
paralelne tetive, one imaju zajednicki normalan pre¢nik, koji ih sece upravo u
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tackama B i D. Na slikama su prikazana dva moguca slucaja, kada su tetive sa
raznih i kada su sa iste strane u odnosu na centar kruga.

A A
UAB t; B
r C
D
r 0 O
c a
D ¢t
Prema uslovima zadatka je
t1 to

Trouglovi OAB i OCD su pravougli i, na osnovu Pitagorine teoreme, sledi
OB?* 4+ AB* =+r*, OD*+CD?* =12,

tj.
OB? 4+ 49 = 625, OD?* + 576 = 625.

Zato je
OB=24, OD=T.

Trazeno rastojanje izmedu tetiva t; i t2 je
BD=0B+0D =31, BD=0OB-0D=17

u slucajevima sa prve i druge slike redom.

7.6. Procenat ucenika koji su uradili sva tri zadatka je 100% — (12% + 32%) = 56%,
pa ako sa x obelezimo ukupan broj ucenika koji su radili pismenu vezbu, vazi
proporcija z : 14 = 100 : 56, odakle je x = (14 - 100)/56 = 25 ucenika.

Test 8

1
8.1. Izraz ima vrednost 25.

8.2. Neka kvadratna jednacina koja se trazi ima oblik

2 +ar+b=0, abelR.
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Racionalisanjem datog korena dobijamo

1 2-iV5

C2440V5 9

T1

Kako ova jednacina ima realne koeficijente, drugi koren jednacine je

2+ V5
—

To =T1 =
Sada, iz Vietovih formula dobijamo

4
a=—(r1+mx2) = -3

b=a711'2 = 5,

pa je trazena kvadratna jednacina

5 4 1
_ = 2 =0
x 9:0—1—9 R

odnosno
927 — 4z 4+1=0.

Dajemo uputstvo. Datu nejednacinu svesti na oblik

v/log,(x — 3) > log, %_43 =log,(x — 3) — 3,

a zatim uvesti smenu
log,(z —3) =t>, t>0.

Imamo sledeéi niz ekvivalentnih jednacina

.2 2 .
3sin” o — cos” @ = 5 — 8sinacos a,

.2 2 .2 2 .
3sin“ a — cos” a = 5sin” a + 5cos” o — 8sin v cos o,

.2 2 .
2sin” a4+ 6 cos” a = 8sin a cos «,

sin « CcOoS «
3 = 4.

COS & sin o

Uvodenjem smene cot @ = t dobijamo kvadratnu jednacinu
3t —4t+1=0,

odakle je cota = 1 ili cota = 1/3.

59
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8.5. Temena osnove su L, M, N, teme piramide je T, a visina piramide H = OT.
Visina H je normalna na osnovu, pa je

a=K0OLT = AOMT = £ONT.

T

Kako je
H H H o
ﬁ_O—M_O—N—tana—tan6O —\/g,
to je
H
OL=0OM=0ON=—-=r,
V3

$to znaci da je O centar, a r polupre¢nik kruga opisanog oko osnove.
Koristeéi obrasce za povrsinu trougla, dobijamo

abe

B= \/s(s—a)(s—b)(s—c): e

gde je poluobim osnove
1 1
s = i(a—i—b—i—c) = 5(9—}—84—7) =12.

Zato je

B=/12(12 — 9)(12 — 8)(12 — 7) = 12V/5,
abc 9.-8-7 21

r=—-—=—=——,
4B 4-12v/5 25

523
H=r/3= 25

1 traZzena zapremina iznosi

V = BH — 712\/5 . 721\/3 = 42/3.

3 3 2+/5
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Po binomnoj formuli je

20
3/5) 20 20 i 20—i
(V2+ V3) :Z<i>22 375,
i=0
Trazimo sve one brojeve od 0 do 20 koji su deljivi sa 2 (parni), i istovremeno
je razlika 20 — ¢ deljiva sa 3. To su brojevi 2,8,14,20. U suprotnom, ¢lan u
binomnom razvoju je proizvod jednog racionalnog broja sa nekim od brojeva
\@, \3/5, \3/5, \/5\3/5, V29, Da nijedan od navedenih brojeva nije racionalan
pokazuje se na potpuno isti na¢in kao §to se to pokazuje za broj v/2. Dakle, u
posmatranom binomnom razvoju ima Cetiri racionalna sabirka.

Test 9

Vrednost izraza je 1.
Transformisuéi jednac¢inu dobijamo
49°1% 4 6.7 6708 T =,
721+4+6_7.7m_7—1 :0,
T 467 T —1=0,
odakle je 7* = 773, pa je redenje jednagine x = —3.
Resenje je z € (—1,—1/5) U (1, +00).

Vazi sledeée

. 2 .
1—sin*a—costa 1-— (sm2 a + cos? a) + 2sin? acos? a

cos? o cos? o
2sin? o cos? o
=0 = 2 tan? Q,
cos? o
$to je i trebalo pokazati.
Uvodenjem oznaka kao na prvoj od sledecih slika, iz uslova zadatka sledi

AB=c¢=40, BM =MA=20, MN =n=15.

B B
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9.6.

10.1.
10.2.

Prema Pitagorinoj teoremi, iz pravouglog trougla M N A se dobija:
MN? + MA* = NA®, 15°+20° = NA®, NA®>=625, NA=25.

Trouglovi ABC'i AMN su sli¢ni jer imaju dva jednaka ugla: prav ugao i
zajednicki ugao kod temena A. Na drugoj slici je trougao AM N nacrtan tako
da je sli¢nost oc¢igledna. Iz ove sli¢nosti sledi

CA: MA=BA:NA, CB:MN=BA:NA
i, zamenom konkretnih podataka,
CA:20=40:25, CB:15=140:25.
Zato su katete trougla ABC

20-40 15-40

b=CA="3—=3, a=CB=

Obim i povrsina trougla ABC' su

O=a+b+c=24+ 32+ 40 = 96, P:%b:24-32:

Kako je

to trazimo sve brojeve od 0 do 100 koji su deljivi sa 12. To su brojevi 0, 12, 24,
36, 48, 60, 72, 84, 96. U posmatranom izrazu ima devet racionalnih sabiraka.

Test 10

2
Vrednost izraza je 5

Jednacina je definisana za = > 01 x > 4/3, tj. za x > 4/3. Dalje imamo

\/54—%: 3x — 4,

1
x4+ —+2=3x—4,
x
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odakle je x = (3+ V/11)/2.

log,. n

imamo
log,, m

10.3. Koris¢enjem obrasca log,, n =

log, 13  log, 11
log, 11 ~ log, 13

(b a R
=(2"5) 3

ab + a® +b?
a?+b>  2(a®+b2)
2ab+a’® +b°  (a+b)?
2(a2 +b2)  2(a?+b2)’

-1
10g,, 13 + logy 5 11) 7! 4 logyge 17 = . log,, 17
2

10.4. Transformis$imo datu jednacinu na sledeéi nacin

Nadalje resavamo na standardan nacin.

10.5. Dijagonala pravougaonika je oznacena sa d, presek dijagonala sa O i jedno teme
sa L. Vrh piramide je T, a njena visina je H.

Ugao izmedu susedenih stranica a, b pravougaonika je prav i prema Pitagori-
noj teoremi sledi

d>=a*+b* =144+ 81 =225, d=15.

Dijagonale pravougaonika se polove, pa je OL = d/2 i iz pravouglog trougla
OLT dalje sledi H? + (d/2)* = s, tj.

o () (5 () e -
H? =5 (2 = (3 5 ) = =100, H=10.
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Sada je

BH 108 - 10

B=ab=12.-9=108, V = -~
@ 3 3

10.6. Polazedi od leve strane date jednakosti dobijamo

V0.98 — v0.02 VA9 —- V1  VT-1 4-T7

V098 + V0.02  VA9+ Y1 VT+1

§to je i trebalo dokazati.

Test 11

11.1. ReSenje je x = 4.5.
11.2. Zax >1je
T+ V3++VT >3,
azal0<z<1je
3+ < 3.
Dakle, jedino resenje jednacine je x = 1.

11.3. Napisimo datu nejednac¢inu u ekvivalentnom obliku

2z—1 —5

255 4275 5 05T _ p2o8

)

3

9% .97% 497 . 9" %>52$-5‘7—52$-5‘87

2
(%) > )
2 )
odakle sledi da je z < 9/2.

11.4. Sledece jednacine su ekvivalentne

smx—sm7——|—51n4—x—0
3 3 7
2x 5x 2 2x
-2 — — +2 — — =
sin 3 cos 3 + 2sin 3 cos 3 0,
sinz—m<cos2—w—co 5—1:)*0
3 3 3) 7
L2z . Tx . x
sin — sin — sin — = 0.

3 6 2

= 360.

)
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Dakle, sva resenja polazne jednacine su:

x’“:?)k%’ xk:%%, ok =2km, kcZ

11.5. Upisani trougao je slican polaznom, pa je takode pravougli. Prav ugao upisanog
trougla je periferni ugao kruga, $to znaci da je njegova hipotenuza istovremeno
i pre¢nik kruga.

b

Posmatramo vedi trougao. Na osnovu zadatih podataka, hipotenuza ¢, polu-
obim s i povr§ina P ovog trougla su

c=/a2 + b2 = /152 + 202 = /625 = 25,

s:%(a+b+c):%(l5+20+25):30,

ab _ 15-20
2 2

P= = 150.

Koristeci obrazac za povrSinu trougla
P =rs,
gde je r polupre¢nik upisanog kruga, nalazimo

P_150 _

T s 30
Posmatramo sada manji trougao sa katetama a1, b1 i hipotenuzom
c1 = 2r = 10.
Iz pretpostavljene slicnosti trouglova sledi

a:a;=c:c1, b:by=c:c,

odakle je
aci  15-10 ben 20-10
a) = — = = 6, bl = — = =

c 25 c 25 8.
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Obim i povrsina upisanog trougla su

O=a1+b+c1=6+8+10=24, = = — 2.

11.6. Iz obrnute proporcionalnosti datih veli¢ina sledi 54 : x = 126 : 84, odakle je
x = (54 -84)/126 = 36 zubaca.

Test 12

12.1. Vrednost izraza je g—g

12.2. Zapisimo jednacinu u obliku

Uvodenjem smene

uz uslove t > 01t # 1, dobijamo jednac¢inu 4t> = 1, odakle je t = 1/2, pa je
reSenje jednacine
1
- 08103 )
logyo 2 —logy, 3

12.3. Razlikova¢emo dva slucaja.
1° Za x > 0 imamo redom

Va2 +8+2x <2+ 3x,
V2 +8<2+uz,

x2+8§4+4x+m2,

odakle je x € [1,400).
2° Za x < 0 dobijamo

22+ 8+ 2x <2 -3z,

Va2 +8<2—5zx,

622 — 5z — 1> 0,

odakle je x € (—o0, —1/6].
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Resenje nejednacine je z € (—oo, —1/6] U [1, 400).
12.4. Koristedi trigonometrijske identitete dobijamo

sin bx — sin 3z + sin 2z = 0,

2sinx cosdx + 2sinxcosx = 0.

Dalje je
sinz(cos 4x + cosz) = 0,
sin z cos 3z cos e =0
2 2 ’
odakle dobijamo resenja
(2k + 1)m (k4 1)m

T = kmw, x = 3 , Tk = 5 keZ.

12.5. Temena osnove su L, M, N, teme piramide je T, a visina H = O,T.

Piramida je pravilna, Sto znaci da je osnova B jednakostrani¢ni trougao, tj.
LM = MN = LN =a.

Iz uslova zadatka i obrasca za povrsinu jednakostrani¢nog trougla sledi

2
VziBH, 72\/§:B:a\/§, a2:§,
3 3 4 3
odakle je
a= —2\/5
\/g.

Ivice pravilne piramide su jednake, tj.

LT = MT = NT.
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Ove ivice su hipotenuze pravouglih trouglova O1 LT, O1MT, O1NT, koji imaju
zajednicku katetu H, pa su trouglovi podudarni (pravilo SSU) i vazi
01L = O1M = O1N =T.
Dakle, O; je centar, a r polupre¢nik kruga opisanog oko trougla LM N i iznosi
av3 22
3 37
Neka je O centar sfere opisane oko piramide, R njen polupre¢nik i 010 = .
Tada je  + R = H i, iz pravouglog trougla O;0M, z* 4+ r?> = R?, odnosno
r+ R =23, xz—l—g:RQ.
Zamenom x = 3 — R iz prve jednacine u drugu, dobija se

(3 R+ 5 _ R, 9—GR+§=0, 6R:%9
i na kraju
89
R_54

12.6. Zadatak se resava sli¢no kao zadaci 8.6 1 9.6.

Test 13

13.1. Vrednost izraza je 51.

13.2. Resenje je z = 2 — /5.

13.3. Nejednacinu reSsavamo na sledeéi nacin

log, © — log, 4

<0
logy(x —2) —

log, ,x<log, 4

—4
s Z 3 <SOANzZz>0ANT>2 ANxc#3 & z€(3,4]
T —
3(2k+1
13.4. Data jednacina je definisana za cos% # 0, tj. za svako x # %, keZ.

Dalje imamo
T . T T
cosx + cos 3 + 4sin — cos - =0,

3 3
2COS%COS§ —|—4sm§cos§ 0,
2cos§ <cos— —|—251n§)
cos% —1—25111% =0,

1—2sin2§+2sin§ —0.
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Iz kvadratne jednacine po sing

1—2sin2§+2sinf:0

3
sledi
nf— L+v3 V sinf— 1_\/3
3 2 3 2
1
Kako je +2\/§ > 1, prvu jednakost odbacujemo, pa ostaje
%’c = arcsin (1 _2\/§> + 2k, % = 7 — arcsin (1 _2\/§> +2kw, keZ.

Neka je O centar i r poluprecnik upisane kruznice, M, N dodirne tacke kruznice
i kateta, a d = OC trazeno rastojanje.

B
a C
N0
d r
c M b A

S obzirom na a = 3, b = 4, hipotenuza ¢, poluobim s i povrsina P su

c=+v/a?+b% =05, s:%(a—&—b—i—c):f}, P:%bzﬁ.

Zato iz

sledi

Poluprecnici OM i ON su normalni na katete, pa su sva Cetiri ugla ¢etvorougla
ONCM prava. Cetvorougao je, dakle, kvadrat stranice r. Rastojanje d je
dijagonala kvadrata i vazi

d=rvV2=12.

Zadatak reSavamo sli¢no kao zadatke 8.6, 9.6 i dobijamo Sest racionalnih sabiraka
za i € {0,6,12,18,24,30}.
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14.1.
14.2.

14.3.

14.4.

14.5.

Test 14

Vrednost izraza je 2.

Jednacina L .
6471 4 4.27-1 1 —24 =0

je definisana za svako z # 1. Uvodenjem smene
3
2e-1 =1
dobijamo kvadratnu jednacinu
242t —24 =0,

Cija su reSenja t1 = —6 i to = 4. Iz uslova t > 0 sledi ¢t = 4, pa je z = 5/2.

Za x € (—o0, —2] U [2, 400) nejednacina postaje
2 —x—3 >0,

¢ijim resavanjem dobijamo x € (—oo, —2] U [(1 4+ v/13)/2,4+00).
Za z € (—2,2) imamo

2> +x—5 <0,
odakle je x € (=2, (—1+ v21)/2].
Resenje polazne nejednacine je x € (—oo, (—1 + v/21)/2] U [(1 + V13)/2, +00).
Kako je sina = 3/5, sin 8 = 12/13, siny = 7/25, dobijamo da je cosa = 4/5,
cos 3 =5/13, cosy = 24/25. Trazeni rezultat dobijamo na osnovu jednakosti

cos(a+ B+ ) =cosacos(B+ ) —sinasin(8 + v)

= cos a(cos 3 cosy — sin Bsin-y) — sin a(sin 8 cosy + sin ~y cos 3).

Temena osnove su L, M, N, a teme piramide je T. Kroz ivicu LT i visinu
H =TT postavljena je ravan. Ova ravan je normalna na osnovu i se¢e osnovu
duz tezisne linije LE sa tezistem Ti. Iz teziSta je povucena normala 77 F na
stranu M NT piramide. Tada je a = LTV ET id="TiF.

T
wa
a 7k

M
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Iz pravouglog trougla Th1 E'F je

. 3 .
=sina, —— =sin60° =

6
T\E T\E 27 V3
Teziste deli tezisnu liniju u odnosu
LT12T1E2221,

odakle je

LT _ 2, LTy =4V3, LE=LT,+TE =6V3.

2V/3
Osnova piramide je jednakostrani¢ni trougao LM N jer je piramida pravila, pa
se tezisSna linija i visina h trougla poklapaju, tj.

h=LE = 6V3.

Ako je a stranica trougla LM N, vazi h = a\/3/2 i

2h
a=—=12.
V3
Zato je osnova
2
B=12 ;/g = 36V/3.
Iz pravouglog trougla Th ET je
H H
=tana, —— =tan60° =3
TE 2v/3

i za visinu piramide se dobija
H =6,

a za zapreminu
BH .
_ 24 M = 72v/3.

v
3 3

14.6. Pretpostavimo suprotno, da je dati broj racionalan. Tada postoje prirodni bro-
jevi p i q tako da je
V2+V3+ V6= g.

Nakon kvadriranja izraza

\/§+\/S:§—\/§,
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dobijamo
p2 2p

tj.
2
Vio+ Bvz= L _o
q 2¢?
Kako je na desnoj strani jednakosti racionalan broj, sledi da postoje prirodni

brojevi p1 i q1 tako da je
Vio+ vz =11
q q1

Kvadriranjem ove jednakosti dobijamo da je

te zakljucujemo da je v/30 racionalan broj. Medutim to nije tacno, on je ira-
cionalan broj. Pretpostavka da je dati broj racionalan je bila pogresna, sto znaci
da je on iracionalan broj.

Test 15

15.1. Vrednost izraza je 700.

15.2. Diskriminanta date kvadratne jednacine je D = 16(m — 2).
a) Resenja kvadratne jednacine su realna ako je D > 0, odakle je m > 2. Iz
Vietovih formula sledi z1 + z2 = 2(2 + m).

b) Resenja su dvostruka za m = 2.

15.3. Nejednacina je definisana za = € R\ {3} i ekvivalenta je sa

2 —
3BT g
z—3
Resavajuéi nejednacinu
20 -7 3<0
z—3 ’

dobijamo da je x € (—00,2) U (3,400). S druge strane, resenje nejednacine

20— 7

g T3>0

jex € (—00,3) U (16/5,400). Konacno, reSenje polazne nejednacine je x €
(—00,2) U (16/5, +00).
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15.4. Resenje je: sina = 3/5, cosa = —4/5, tana = —3/4 i cot o« = —4/3.

15.5. Neka su O, A, B, C centri kruga polupre¢nika R i u njega upisanih krugova, a
r poluprecnik upisanih krugova.

Trougao ABC je jednakostrani¢ni jer su njegove stranice medusobno jednake
AB=BC=CA=2r=a.

Takode je
OA=0B=0C=R—-r=Ry,

pa je R; polupreénik kruznice opisane oko trougla ABC. Kako za jednako-
stranicni trougao vazi
av3

Ry = 3
to je
R—r= 2T\/§,
3
odakle je
R:r—|—2r\/§: 1—|——2\/§ r= 2+\/§r, r= V3 R.
3 3 3 243
Povrsina jednog upisanog kruga je
P=r’r= %sz = LRQ’N =3 (7 - 4\/?:) R*r.
(2+Vv3) T+4V3

15.6. Na jednog nastavnika (N) dolazi 8 decaka (M), a na tih 8 decaka 10 devojcica
(D). Sada imamo proporciju

N:M:D=1:8:10 & N=k, M =8k, D=10k.
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16.1.
16.2.

16.3.

16.4.

Kako je 19k = 760, tj. £ = 40, u skoli ima N = 40 nastavnika, Sto predstavlja
oko 5.3%, M = 320 decaka, $to predstavlja oko 42.1% i D = 400 devojcica, §to
je oko 52.6%.

Test 16

Vrednost izraza je 1.

Za x > 1/3 kvadriranjem jednacine dobijamo

1
——+z+142=3x—-1
P T 3x ,

1

Poslednju jednacinu resavamo uvodeéi smenu x+1 = ¢, t > 4/3. Sada dobijamo
kvadratnu jednacinu
2t — 6t — 1 =0,

Cija su reSenja
3+V11
—

t120 =

Uzimajuéi u obzir uslov ¢ > 4/3, imamo samo ¢t = (3 + \/11) /2, pa je reSenje
polazne jednacine
Lo L VI

2

Nejednacinu zapisujemo u ekvivalentnom obliku
. 1 _3 T —1 x
3 (32—32)§4-2 +47.

Dalje imamo

3 9-1 4\® 4?
4 2 >3 = I
2~ <3\/§> (3) = 35/27

5
41 2— =
0g3 2

logs4—1)>2logsd— 2, z>— 2
v(logsd—1) 2 2logyd = 5, @2 575

Kako je
sin? a + sin® B + 2sinasin 8 = 1,

cos® a + cos® B4 2 cos avcos § = 2,
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sabiranjem jednac¢ina dobijamo da je cos(a — 3) = 1/2.

16.5. Pravilna zarubljena piramida nastaje iz pravilne osnovne piramide, pa su njene
baze jednakostrani¢ni trouglovi, a ivice su jednake. Prikazana je na prvoj slici.
Na istoj slici su h1 = FEM, ha = FN visine baza, H = T1T> visina zarubljene
piramide koja leZi na visini 737 osnovne piramide i a = £T1EF. Na drugoj
slici je izdvojen Cetvorougao ETiT>F sa prve slike.

Neka je B; veta, a B2 manja baza. Tada je

2 2
Blzaﬁ:Lm:m, B2=b\/§=4\/§=\/§.

4 4 4 4

Visine baza su

hlz‘%@::s\/i h2=¥=\/§.

Tezista T1, T> dele visine hj, ho u odnosu
ET1:T1M21:2, FT2:T2N21:2,

odakle je

TWM =2ETy, hy=T\M + ET, =3ET,, ET, = % = /3,
TyN = 2FTs, he = ToN + FTy = 3FTs, FTp = % - ?

Baze zarubljene piramide su paralelne, pa je cetvorougao ETiT>F trapez sa
osnovicama ET) = /31 FTy = \/3/3 Sa druge slike uocavamo da je

EG:ETl—FTQZ\f—\/gz2—\/g H V3

? 3 s E—G:tana:taHGO =
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i za visinu se dobija

H:?-\@:z

Kako je B1 B2 = 9v/3 - /3 = 27, zapremina je

(Bi+VBiB:+ B:) H _ (9V3+3V3+V3)-2 _ 26v3

3 3 3

16.6. Prvi nacin. Za z # i dobijamo da je

|4
(z-l—Z) —1,
z—1

te se smenom

jednacina svodi na jednacinu

wt = 1.

Kako je polazna jednacina treéeg stepena, imamo da je

pa je
ZE +1 ik
- =€ 2
Zk — 1
Sada je
sk -k sk
ke et 1 (e 1 e 1
e 2 +1 . ( +
2K = 1— =1
ezTﬂ —1 ei%r (eiliTTr — eiikT‘")
km
cos =+ k
—L = cot —, k=1,2,3
sin & 4

Drugi nac¢in. Nakon dizanja na ¢etvrti stepen jednacina se svodi na jednacinu

3
20 —2z=0,

Cija su reSenja

z1 :0, 22:1, Z3=—1.
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Test 17

4
17.1. Vrednost izraza je 3

17.2. Imamo redom 5ol
257t 39771 1 5.64 0 =383,

9575 96 _ 95v=5 | 5 obr—5 of _ 3g3
9Bz —5 (6 .98 1) = 383.

Iz poslednje jednaéine dobijamo 2°%*75 = 1, odakle je z = 1.

17.3. Posmatra¢emo dva slucaja.
1° Za z > 0 dobijamo nejednacinu

2—z+14+2>0,

koja vazi za svako = € [0, +00).
2° Za x < 0 data nejednacina postaje

vVr2—-3z+1+z>0.

Iz uslova 2% — 3z + 1 > 0, a imajuéi u vidu uslov z < 0, dobijamo z € (—o0,0).
Kvadriranjem poslednje nejednacine sledi

x2—31:—|—1>:c2,

odakle je < 1/3, pa je reSenje u ovom slucéaju = € (—o0,0).
Dakle, nejednakost

\/x272x+|x|+1+x>0

vazi za svako x € (—00, +00).
17.4. Rezultat je tana = (2 — v/2)/2, tan 8 = (2 +/2)/2.
17.5. Ugao pod kojim se krug vidi iz tacke M je ugao izmedu tangenata na krug koje

prolaze kroz tacku M. Dodirne tacke tangenata i kruga oznacimo sa A i B, a
centar kruga sa O.
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Polupreénik kruga koji ima zajednicku tacku sa tangentom je normalan na
tangentu, pa ¢etvorougao OAM B ima tri prava ugla, kod temena A, M i B.
Zato je i ugao kod temena O prav, §to znaci da je ¢etvorougao O AM B kvadrat.
Stranica kvadrata OAM B je polupre¢nik kruga r i povrSina kvadrata iznosi

Pl = 7’2.
Povrsina P» kruznog isecka, koji je unutar kvadrata OAM B, je Cetvrtina
povrsine kruga, pa je

1
P = 11“271

Trazena povrsina je sada

P:P1—P2:r2—ir2ﬂ':

17.6. Velika kazaljka opise ugao x, a mala x/12 jer se 12 puta sporije kreée. Zbir ova
dva ugla je pun krug, sto odgovara vremenu od 60 minuta. Vremenski izrazeno,
to je

x .
T 4+ — = 60 minuta,

12

odakle je x = % minuta.

Pretpostavimo da je Nemanja poceo sa radom u 12 ¢asova i y minuta. Vre-

menska razlika izmedu kazaljki je tada %y, a to je 1—13 punog kruga (60 minuta),

pa je
11
—y=-—-60
12Y 7 13
Odavde je y = % minuta. Dakle, Nemanja je poceo sa radom u 12 ¢asova i
% minuta, a zavrsio u 12 Casova i y +z = %g + % = % minuta, tj. u 13
Casova i % minuta.
Test 18
18.1. Vrednost datog izraza je 5.
18.2. Zadatak ima smisla za x > 2. Uvodenjem smene
2\/m—2 —t> 0
dobijamo kvadratnu jednacinu t? — ¢t — 12 = 0, Cija su reSenja t; = 4 it = —3,

od kojih, zbog uslova ¢t > 0, vazi samo prvo. Za t = 4 dobijamo

VET2 _ 4 -9 & p-2=4 & z=6.
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18.3. Kako je desna strana nejednacine jednaka
z(1 — log,o 2) = z(logy 10 — log,o 2) = xlog,q 5 = logy 5%,
to je nejednacina ekvivalentna nejednacini
5"+ —20>5" < x>20.
18.4. Zadatak reSavamo na slede¢i nagin:
sin o + sin 8 + siny = v/3(cos a + cos 3 + cos ),
(sina — \/§cosa) + (sinﬁ — \/gcosﬁ) + (sin'y — \/gcos'y) =0,

sin(a—g)—I—sin(ﬁ—%)—l—sin(v—g) =0,

25in<a;ﬁfg)cosagﬁ+2sin(%f%>cos(%f%):0,
sin(%—%)cosagﬁ—l—sin(%—%)cos(%—a;—ﬁ) 0,
sin(%—%)(Cosagﬁ—cos<a;6—g>>zo,

(3 D)ren(s - 2)n(2-3) =
sin(%f%)zo \ Sln(%*%>—0 \% sm(ff%)zo

Iz uslova a, B, v € (0,7) dobijamo
Y

T,y _m _®m _m_a 7w 7w 7w B _m 7
6 2 6 3’ 6 2 6 3 6 2 6 3
pa dalje sledi
vy oo a w 8w
2760V 37570V 57570
odnosno
™ T m
v = 3 VvV a= 3 vV pg= 3

18.5. Na sledecoj slici je prikazan opisani valjak sa centrima baza O, Oz i visinom
H = MO3. Osni presek je osencen.
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Polupreé¢nik osnove je R = a/2 i za osnovu se dobija

a27r

B=Rr="".
R'w 1

Izvodnica valjka je stranica romba a. Osa je paralelna izvodnicama, pa je
0102 = a i iz pravouglog trougla O1 MOs sledi H/a = sina = sin60° = 1/3/2,
odakle je

av/3

H =
2

Trazena zapremina je

V =BH =

aQJ a\/g a37r\/§
4 2 '
18.6. Uvodenjem smene
t=1- 5z

dobijamo
x=1-5t%

Oduzimanjem ove dve jednakosti dobijamo t — x = 5(t* — 2?), odnosno
(t—z)(1-5(t+=)) =0.

Odavde sledi da je

Iz sistema )
t=1-—5z",

t ==z,

dobijamo kvadratnu jednacinu 5z% + z — 1 = 0, ¢ija su reSenja

_ —14+4/21 1421

o 10 2 10
1z sistema
t=1-— 527
t= 1 —x
=< )

dobijamo kvadratnu jednacinu 5z% — z — 4/5 = 0, ¢ija su reSenja

1+ VT 117

BTy 0 MT T
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Test 19

19.1. Vrednost izraza je 1.
19.2. Oblast definisanosti jednacine je > 8/3. Kvadriranjem se dobija

x—34++/(Bzx—8)(x—1)=0,

odakle je
v (Bx —8)(x —1) = —(x — 3).

Uz dodatni uslov « < 3, ponovnim kvadriranjem dobijamo kvadratnu jednacinu
22 — b5z —1=0,

koju posmatramo samo za x € [8/3,3]. U ovom segmentu jednacina ima jedno
reSenje

19.3. Za z > 0 uvode¢i smenu ¢t = log; « dobija se nejednacina
t?—t—2<0,

Cije je resenje t € [—1,2], pa je reSenje polazne nejednacine x € [1/3,9].

19.4. Kako je a + g + v = 7, koristeéi trigonometrijske identitete dobijamo

COSO“"COSﬁ"‘COS’Y:QCOSa;ﬁCOSa;ﬁ _2C052#+1
:1+2cosa+ﬁ <cosa_ﬂ—cosa+ﬂ)
2 2
:1+2005a;52sin%sin§

= 1+4sin%sin§sin%.
19.5. Katete trougla ABC oznaimo sa a = BC i b = AC, a poluprecnik kruznice
sa r.
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Kako je
a .
— =sina, - =cosa
c c

i sina = sin30° = 1/2, cosa = cos 30° = v/3/2, to je

azcsina:4-%:2, bzccosa=4-§=2\/§,

pa je povrsina pravouglog trougla ABC

Za povrinu P, kruznog isecka, koji se nalazi unutar trougla ABC, vazi

2 2 2

rem rem o_r'm
P= 5505 = 3500 0 T 1o
Prema uslovu zadatka je
Py =P — P,
odakle je
2 2 2
T remw rew 2 12v/3
T =Vi- g =3 ==
i za poluprec¢nik se dobija
3vV3

r=2\ —.
T
19.6. Zamenom z = x + iy u datoj jednacini dobija se sistem
x(x2—3y2—1) =0,
y(3:(:2—y2—|—1) =0.

Resavanjem ovog sistema dobija se

z1 = 07 z2 = 1, z3 = —1, Z4 = i, z5 = —1.

Test 20

6
20.1. Resenje je x = 1

20.2. a) Diskriminanta date kvadratne jednacine je

D =1Tm? — 6m — 11.
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20.4.

20.5.
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Resenja su realna ako je D > 0, odakle dobijamo m € (—oo, —11/17] U [1, +00).
b) Kako je

14+ x2=1-—m,

T1To = 3—|—m—4m2,

to je
1 1 (1‘1 +1‘2)2 — 2122 Im+5 3
-+ = = = 1 ——.
x2 + x2 (z172)2 (m —1)(4m + 3)2’ m#L m7 4
Za m =1 je x1 = z2 = 0, te vrednost trazenog izraza ne postoji. Za m = —3/4

je x1 =0, w2 = 7/4, pa vrednost izraza, takode, ne postoji.

Nejednacina ima smisla za = # 0 i ekvivalentna je nejednacini

2
x° — 2z
T <o,
T

koja vazi za x € (0, 2], $to je i reSenje date nejednacine.
Data jednacina je definisana za sinx # 0, tj. za xx # km, k € Z. Transformaci-
jom polazne jednacine sledi:

1 =10cos2x cos x sin zx,

1 = 55sin 2z cos 2z,

1= gsin 4z.
Dakle, resenja su:

Tp = — (arcsin% + 2k7r) , T = i (71' — arcsin% + 2kﬂ'> , kelZ.

Suplji valjak je prikazan na sledeéoj slici.
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Baze i omotaci veteg i manjeg valjka su:
By = R*r = 225w, M =2RnH = 750m;
By =’ = 36w, M, = 2rnrH = 300m.
Suplji valjak se sastoji od dva kruzna prstena
B = B; — By = 2257 — 367 = 189,
spoljasnjeg omotaca M; i unutrasnjeg Mo, pa je njegova povrsina
P =2B+ My + My = 3787 + 7507 + 3007 = 1428~.

20.6. Racionalizacijom datog izraza dobija se

1 1 1 1

\/§+1+\/5+\/§+ﬁ+\/5+\/§+ﬁ

VB—1  VB—-VB VT-VB  VI-VT Ve-1
2 + 2 + 2 + 2 2

1.

Test 21

21.1. ReSenje je z = %

21.2. Za x # 0 jednagina moze da se transformise u jednakost

. L\ 1/a 16
9v/2 , 42/6 | (g) — 9B/6-1/(22) _ 92 91/,

odakle se dobija 1 =31ix9 =—-1/5.

21.3. Nejednacina je definisana za = € [3,8]. Uzastopnim kvadriranjem nejednacine
dva puta dobijamo redom:

V8 —z 4 Vr —3>3, (8—x)(x—3)>2, z°—1lz+28<0,

odakle dobijamo resenje date nejednacine = € [4,7].
21.4. Jednacinu reSavamo na sledeéi nacin:
sin 9z — V3 cos Tz — sin bz = 0,
2sin 2z cos 7z — V3 cos Tz = 0,
cosTx (2 sin 2x — \/§) = 0.
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ReSenja su:

2 1
M mkzz—l-kﬂ', 1‘16:14-]{271', keZ.

Te= T o 6 3

21.5. Oznacimo sa O centar kruga, sa r njegov poluprec¢nik i sa M, N tacke u kojima
krug sece trougao ABC.

Prema obrascu za povrsinu jednakostrani¢nog trougla, povrsina trougla ABC

V3 (2v6)° V3

= = = Gﬂ.
4 4

Posmatramo trouglove OAM i OBN. Trougao OAM je jednakokraki jer je
OA = OM = r, pa su uglovi na osnovici AM jednaki. Kako je LOAM =
60° kao ugao jednakostrani¢nog trougla ABC, to je i LOMA = 60°, a time
i LAOM = 60°. Dakle, trougao OAM je jednakostrani¢ni. Na isti naéin se
utvrduje da je i trougao OBN jednakostrani¢ni. Oba trougla imaju stranicu

a
T—§—\/€,

je

Py

pa su njihove povrsine

r?V/3 _ 6v/3 _ 3\/3

P:P:
2T 4 4 2

Kruznom isecku OM N izmedu trouglova OAM i OBN odgovara centralni
ugao o = 60° zbog LAOM + o + £BON = 180°. Zato je povrsina isecka

r2r 61

= 360°% " 3600 00 T

Py

Deo trougla ABC' unutar kruga je sastavljen od trouglova OAM, OBN i
kruznog isecka OM N, pa ima povrsinu

3v3  3V3
P5:P2+P3+P4:Tf+7\[+7r:3\/§+7r.
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Povrsina dela trougla ABC' van kruga je tada

Ps=P—Ps=6V3— (3V3+7) =3V3—m.

21.6. Neka je Ana ulozila u banku x dinara. Na osnovu uslova zadatka dobijamo
jednacinu

25000 - p% + (z — 25000) - (p+2)% = = - (p + 0.4)%,

odakle je x = 31250 dinara.

Test 22

1
22.1. ReSenje je x = 5

22.2. Dajemo uputstvo. Uvesti smenu = +1 = t* za > —1, = # 5/4. Redenja su
X1 :3i$2=440.

22.3. Data nejednacina ima smisla pod uslovom z* — 7z 410 > 0, tj. za x € (—o0,2)U
(5,400). Njena resenja odredi¢emo na sledeéi naéin:

(4 ) 10g1/4(50277x+10)

9
9 <y @ log1/4(a:2 —T7x+10) > —1

s 2 —Tr+10<4
& 22 -Tr+6<0 & z€(L,6).

Presek dobijenog intervala i uslova egzistencije nejednacine je x € (1,2) U (5, 6).

22.4. Imamo:
cosz + V3 cos 2z + cos 3z = 0,

2 cos  cos 2z + /3 cos 2z = 0,

2cos2x <Cosx + ?) =0.

Resenja su:

wkzw, xk:%—i-Qk?T, xk:—%—i—ka, keZ.

22.5. Prva slika prikazuje prizmu i dva valjka visine H, a druga njihove baze, pri ¢emu
je R poluprec¢nik baze spoljasnjeg, a r poluprec¢nik baze unutrasnjeg valjka.
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Prizma je pravilna, $to znaci da je njena baza jednakostrani¢ni trougao. Baza
Bi spoljagnjeg valjka je krug opisan oko trougla, a baza B2 unutrasnjeg valjka je
krug upisan u trougao. Odnos polupre¢nika ovih krugova kod jednakostrani¢nog
trougla je R:r =2:1, tj. vazi

R =2r

Oba valjka imaju istu visinu H, pa je odnos njihovih zapremina

Vi BiH By R’rn  4r’r

- = = - = = =4.
V2 BQH BQ r2mT r2mT

Dakle, zapremina Vi spoljasnjeg valjka je ¢etiri puta veéa od zapremine V2 unu-
trasnjeg valjka.

22.6. Zadatak se resava slicno kao i zadatak 19.6. Rezultat je

z21=0, z2=1 z——l @ z——l—@
R A B B
Test 23

23.1. Vrednost izraza je 3.

23.2. Transformisimo jednac¢inu na sledeéi nacin:

1 1
logoz —loggx +1= 110g2x+310g3x— 5
16logs z — 3logy z = 6,

log, x

16loggsx — 3 - log, 2 =6,
3
16logs 2 — 3
logg - ——>—— =6,
3 log 2
log, 2
logs z = 6logs

~ 16logz2 — 3’
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Iz poslednje jednakosti je

6logg 2 6
xTr = 31610g3 2-3 — 9216logz2—3

23.3. Nejednacina je definisana za |z|] < 1/2 iz # 0. Za 0 < =z < 1/2 dobijamo
ekvivalentnu nejednacinu

3
V-4 <1— =
z? < 5%

odakle, posle kvadriranja, dobijamo nejednacinu
25
Zasg —3x >0,

Cije je resenje x > 12/25. Znaci, u ovom sluéaju, resenje je 12/25 < z < 1/2.
Ako je —1/2 < z < 0, imamo nejednacinu

1—\/1—4x2<;x,

koja nema reSenja u posmatranom intervalu.

23.4. Datu jednacinu mozemo da transformiSemo na sledeéi nacin:
2(V3sinzcosx —sin’x) = V2 — 1,
1
4sinx ﬁ cosx — —sinz | =V2 -1,
2 2
. . T
4 sin x sin (g — :c) =v2-1,

Poslednja jednakost vazi za

s T
mk—ﬂ—i-knr, xk—ﬂ+k7r, kel.

23.5. Neka je o ostar ugao paralelograma i h visina koja odgovara stranici a.




23.6.

24.1.
24.2.

24.3.

24.4.
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Za oStar i tup ugao paralelograma vazi o + 8 = 180°, pa je
a=30°.
Trougao sa stranicama b, h i uglom « je pravougli. Zato je h/b = sina =

sin30° = 1/2, odakle je

b
h—§—3.

Povrsina paralelograma je

P=ah=9-3=27.
Primenom nejednakosti koje vaze za kompleksne brojeve dobijamo

13420 — 2| > ||3+2i] — |2]| > [VI3 — 1] = VI3 — 1.

Test 24

Vrednost izraza je 1.

Diskriminanta jednacine je
D = 4(k* — 6k +8) = 4(k — 2)(k — 4).

Za k € (2,4) jednagina nema reSenja u realnom domenu.

Za k € (—00,2] U [4, +00) jednacina ima realna resenja

T1,2 = (4]@ - 1) + \/ (k - 2)(/€ —4),

pri ¢emu su ta reSenja dvostruka za k = 2, k = 4.
1z uslova egzistencije

222, @

N | Ot
N | Ot

x <

)

vidimo da nejednacina ima jedinstveno resenje x = 5/2.

Izraz ¢emo uprostiti na sledeéi nacin

3 —4cos2a +cosda 3 —4cos2a+ 2cos?2a — 1
3+ 4cos2a + cosda 3+ 4cos2a + 2cos?2a — 1
2(1 — cos 2a)? 4

2(1 + cos2a)? ana
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24.5. U pravoj kupi visina H lezi na osi, izvodnice su jednake i sa visinom zaklapaju
jednake uglove. Osni preseci su zato podudarni jednakokraki trouglovi sa osno-
vicom 2R, krakom s i visinom H, gde je R poluprec¢nik baze kupe. Na sledecoj
slici osni presek je trougao LNT, a O je centar baze.

Iz pravouglog trougla ONT je
H 1
— =cosa =cos60° ==, s=2H,
s 2

paiz uslova s — H =5sledi 2H — H =51

Iz istog trougla je

V3

— =sina =sin60° = ——,
s 2

odakle je

R:#:Wﬁ.

Baza i omotaé¢ kupe su
B = R*tr =757, M = Rms = 50V/3m,

a povrsina i zapremina su

P=B+M = (75+50V3)m, V:%:l%w.

24.6. Neka prvi radnik moze da zavrsi posao za x dana, a drugi za y dana. Na osnovu
uslova zadatka dobijamo sistem jednacina

12 12
=1,
T Y
5 & 175
S22 =1,
r oy Y

iz kojeg dobijamo z = 20 dana, y = 30 dana.
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Test 25

1
25.1. ReSenje je z = §9

25.2. Razmatraéemo dva slucaja.
1° Za x > 3 dobijamo jednacinu

z° =3z —1=0,
Cija su reSenja
3++v13
—

S obzirom na uslov x > 3, prihvatamo samo resenje x = (3 + v 13) /2.

T1,2 =

2° Za x < 3 imamo jednacinu
z? — 11z +23 =0,

Cija su reSenja
11+ 29
T1,2 = #

S obzirom na uslov z < 3, prihvatamo samo resenje x = (11 - 29) /2.
25.3. Za x > 1ix # 2, data nejednacina postaje

(3—x) (m—%)

> 0,
log, (z — 1)

i njeno resenje je z € (2,3). Za x < 1 iz # 0, data nejednacina postaje
1
3 _ =

(3-2)(a-3)

i tacna je za x € (0,1/2).
Konaéno, resenje nejednacine je x € (0,1/2) U (2, 3).

25.4. Datu jednacinu reSsavamo na sledeéi nacin

cosgfcosxf4sin3§:0,
cosg—cosfcos—x—i—sinfst—x—4sin3£—0
3 3 3 3 3 3
cos%—cos§(1—2sin2§)+2sin2§cos§—4sin3§:0,
4sin2§cos§—4sin3%:07

sin® z (cos§ fsin£> =0
3 3 3) 7

.2 X ™ X -
sin 3cos(4+3>—0.
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25.5.

25.6.

26.1.
26.2.

ReSenja su:
34k +1
T = 3k, ack:%, keZ.
Sa a, h oznacavamo stranicu i visinu, sa di, d2 dijagonale i sa « oStar ugao

romba.

a (1B

Iz izraza za povrsinu romba

i pretpostavke zadatka a = v/di1d2 sledi
a’® = dids = 2ah, a=2h.

Trougao sa stranicama a, h i uglom « je pravougli, pa dalje sledi

. h h 1 o
sma—g—ﬁ—g, a=30".

Ako je B tup ugao romba, vazi « + 8 = 180°, odakle je 8 = 150°.
Zakljucujemo da su razliciti uglovi romba

a=30°, B =150°.

Vrednost izraza racunamo na sledeé¢i nacin

3V3+VE+V3-vE _ 3V3+VE+v3-vE V3+v5- V35
V3+vVB+V3-vE  VB+vB+V3-vBE VB+VE-V3-16
_244V5 _ 10+V5
==

Test 26

1
Vrednost izraza je %

Oblast definisanosti jednac¢ine se dobija iz uslovax —1 > 0,4 —2 >0,z > 0 i
to je x € (1,4).
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Transformisemo jednacinu u

~1)(4 —
log -1 -2) = ’log f‘ ,
x 2
odakle je
log B DUE=2) 8 @B
T 2 x 2

U prvom slucaju je
(z—1)4d—-2z) =
x 2’

paje 3z° — 10z +8 =01 21 = 2, z2 = 4/3. U drugom slucaju je

I

(r—1)(4—x) _ (E)_l _ 2

T 2 T

pajex2—5x+6=Oix3:3, T4 = 2.
Kako je x1,x2,z3,24 € (1,4), jednacina ima tri reSenja

X1 :2, x2:4/3, .’133:3.
26.3. Nejednacina je definisana za one realne vrednosti promenljive = za koje je
z® — 4z +3 >0,

a to je ispunjeno za = € (—o0, 1] U [3,4+00). Primetimo da za x > 3 vazi

Va2 —4r+3>0, 2—x <0,

pa je data nejednacina zadovoljena za svako z > 3. Zax < 1je2—z > 0, pa
kvadriranjem nejednacine dobijamo

x2—4x+324—4x+m2,

odnosno 3 > 4, $to je nemogude, pa u ovom slucaju nejednacina nema resenja.
26.4. Dobijamo
sin5—x + cos L o cos2r =0
6 3 -
5%4

Sin5—x+251n7—xsin— =0,

6 6 6
sin% <1+28in%) =0.
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ReSenja su:

6 6 s 6 (Tm
= - =—(—=+2 =—(—=—+2 7.
Tk 5k7r, Tk - ( 5 k7r> , Tk - ( 6 k7r> , ke

26.5. Na prvoj slici je prikazana prava kupa sa visinom H, izvodnicom s i polupre¢ni-
kom osnove R. Druga slika prikazuje omota¢ M u razvijenom obliku.

h d
2Rn
Kako je B = R%*1 = 7r, polupreénik osnove je

R=7.

Krug, ¢ija je osmina omota¢ M, ima za poluprec¢nik izvodnicu s, a time i povrsinu
s?m. Zato je M = s°7/8 i iz formule M = Rrs sledi

odakle je izvodnica

Dalje, prema Pitagorinoj teoremi, iz osencenog trougla sa prve slike se dobija
H>=s"-R*=64-7T—7=(64—1)-7T=63-7=9-7> =21°,

pa je visina
H =21.

Na osnovu dobijenih podataka, omota¢ kupe je
M = Rrs = 56m,
a povrs§ina i zapremina su

P =B+ M =Tr+ 56r = 63m, V:B—?)H:ZLQW.
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26.6. Jednacina je kvadratna za k # 0. Diskriminanta ove jednacine je D = 1 + 4k.
Da bi reenja bila racionalna, neophodno je da bude D = t?, za neko t € Z,
odakle dobijamo

t*—1

k::4,

teZ\{-1,1}.

Dalje, uslov k € Z je ispunjen ako je t* — 1 deljivo sa 4, a to vazi ako je t neparan
broj, t =21+ 1,1 € Z\ {—1,0}. Kona¢no dobijamo

204+ 1) -1

1 =1+, leZ\{-1,0}.

k=

Test 27

27.1. Vrednost izraza je 3.

27.2. Jednacina ima smisla za z > 0. Dalje imamo
Voe+rva+¥2-vz=1
& 2+\/§+2—\/5+3i/(2+\/§)(2—\/£)-(%/2+¢a?+%/2—\/§>:1
= 443YQ2+va)2-Vz) 1=1

s J—z=-1 < z=5.

Proverom se dobija da = = 5 jeste resenje.

27.3. Nejednacina je definisana za x > 0 i ekvivalentna je sa

z(z +6) <1
49 -

27.4. Vazi sledeée:

v 1 —sin2x n sin 2x V1 —2sinzcosw " 2sinx cosx

sin?x —cos2z  sinz + cosx sin? x — cos? z sinx + cosx

(sinz — cosx)? 2sinz cos T

(sinz — cosz)(sinx + cosz)  sinz + cosz
1 2sinx cosx

sinx 4+ cosx  sinx + cosx

sin z + cos® z + 2sinz cos

a sinx 4 cosx

_ (sin + cosx)?
sinx + cosx

=sinx + cosx.
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27.5. Neka je a stranica romba, a di i d2 njegove dijagonale.

VA

Dijagonale romba su uzajamno normalne i polove se. One dele romb na
Cetiri podudarna pravougla trougla, ¢ije su katete di/2 i d2/2, a hipotenuza
je stranica a (pravilo podudarnosti SSS). Zato je, prema Pitagorinoj teoremi,
(d1/2)* + (d2/2)* = a®, tj.

di +di = 4a°.
Kako je povrsina romba P = d1d2/2 =7, to je
dids = 14.
Dalje, iz d1 4+ d2 = 8 sledi
(dy 4+ d2)* = d3 + d5 + 2d1da = 64,

pa je
di +d5 =64 — 2d1dy = 64 — 28 = 36.

Na osnovu prethodnog zakljucujemo da je
40> =36, a=3

i za obim romba se dobija
O =4a=12.

27.6. ReSenje je
L = VVa1 VB (VB V2) (4+2V0+393).
V2+ V3
Test 28

28.1. Vrednost izraza je —1.

28.2. Koreni date kvadratne jednacine su

(2 —m) £ /(m — 14)(m — 6)
< .

T12 =



28.3.

28.4.

28.5.

97

Za m € (6,14) jednatina nema realna resenja.
Ima realna resenja za m € (—oo, 6] U [14, +00).
Za m = 6 ili m = 14 imamo dvostruka resenja.

Imamo da je

2
222 —3x46 ( 3 )205 Toeto ( 3 )5
. .0024 — —
0.3 < 0.00243 & 10 <\10

%) U (1, 400).

& 27 —324+46>5 & ze (—oo,
a) Kako je sinacosa =2/5, a € (0,7/4), na osnovu jednakosti

. 2 .
(sina + cosa)” =1+ 2sinacos

dobija se sin a + cos a = 3v/5/5.
b) Takode, kako za o € (0, 7/4) vazi cos & > sin o, na osnovu jednakosti

(cosa —sina)?® =1 — 2sinacos a,
dobija se da je cosa — sina = v/5/5, tj. sina — cosa = —/5/5.

c) Na osnovu prethodnih rezultata, imamo da je sina = v/5/5 i cosa = 2v/5/5.
Sada je

\™ 4\ 1 m
sinmwcos?"‘a:(sinQa)’"+(cos2a>’”:(3) +(S) - ;f .

Neka su O, R centar i poluprec¢nik baze prave kupe, a O1, R1 centar i polupre¢nik

opisane lopte. Jo§, neka je T teme kupe i L joS jedna zajednicka tacka kupe i
lopte. Tada je OT = H visina kupe i O;0 = z rastojanje izmedu centara Oy, O.

T

Vs
N

Prema uslovu zadatka i uvedenim oznakama je

L

H=2R, H=xz+ Ri =248,
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28.6.

pa je 2R = x + 8§, tj.
x=2R—-8.

Na osnovu Pitagorine teoreme iz pravouglog trougla OLO; sledi

R*+ 2z =Ri=64

i dalje
R*+ (2R—8)>=64, 5R*—32R=0, 5R—32=0.
Zato je
32 24 64
= — :2 —_ = — H: = —_—
R==, z=2R-8==, T8 ==

Izvodnicu s kupe odredujemo iz pravouglog trougla OLT i dobijamo

5 5 5 322 642 32244.322  32°
= Hzi _—mee— = —_—
=R+ % T 25 25 5
odakle je
3—32—¥5
NG

Sada su baza i omota¢ kupe

2 2
B:RQW:(%) m, M:Rﬂs:(%) \/571‘,

a povrSina i zapremina

32\ 2
P:B+M:(€) (1+5)
voBE_1 (@), 2w 2y
=73 33 5 3.3

Oznagimo sa x broj minuta za koliko je proslo 8 sati u prvom slu¢aju. Dok velika
kazaljka prode ceo krug, mala prode dvanaesti deo, a to je podeok koji odgovara
petoj minuti. Mala kazaljka startuje sa broja 8, tj. sa Cetrdesetog podeoka, a
velika sa broja 12, tj. sa pocCetnog polozaja. U momentu poklapanja kazaljki

vazice jednakost
T
40 + — = zx.
+ 19 T

Odavde je = 480/11.

U drugom sluc¢aju polozaji kazaljki razlikuju se za 30 podeljaka, pa ako ozna¢imo

sa y broj minuta za koliko je proslo 2 sata, imamo jednacinu

Yy _ . _
10+ 75 =y — 30,
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gde y oznacava broj minuta posle 2 sata, kada kazaljke grade ispruzen ugao.
Odavde je y = 480/11. Dakle, z = y, pa je od polaska u skolu do povratka
proslo tacno 6 sati.

Test 29

29.1. Vrednost izraza je 1.

29.2. Jednacina je definisana za m > 11i z € (—3,1). Napisimo jednac¢inu u ekviva-
lentnom obliku

log,(3 + z) + log,(1 — z) = log, 4 + log, log, m,
log,(3 — 2z — z*) = log, 4log, m.

Iz poslednje jednacine dobijamo kvadratnu jednacinu
z* + 2z — 3 +4log,m =0,

Cija su resenja

—244/16(1 — log, m
T1,2 = <2 82 )2—1:|:2\/10g22m*1.

Iz uslova log, 2m™"' > 0 sledi 2m™" > 1, tj. m < 2. Sada imamo sledeée
zakljucke.

Jednagina ima realna resenja za m € (1,2].

Za jedinu celobrojnu vrednost parametra m, m = 2, reSenje je x = —1.

29.3. Nejednacina je ekvivalentna nejednacini

2¢% + 6z + 9
(x=3)(x+2)(z+3)

<0,

odakle je x € (—o0, —3) U (—2,3).
29.4. ReSenja su:

ko CEkZiSi‘Fk‘TF, kecZ.

T 12

T =

oo 3

29.5. Ako je di veéa, a d2 manja dijagonala, na osnovu uslova zadatka sledi
3
di+de =14, ds= Zdl,

pa je di + 3di/4 = 14, odakle je
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Kako je a® = (d1/2)? + (d2/2)* = 16 + 9 = 25, to je
a=>5.
Za povrsinu romba vazi P = ah = d1d2/2, pa je visina romba

po iy 48 _ 2
2 10 5°

Poluprecnik kruznice upisane u romb je

h 24 12

210 5°
29.6. Kako je Va2 =|a|, V7 —1>01i2V7—6 <0, sledi
2 8—2\f7+\/(2f7—6)2=2\/1—2\f7+(\f7)2+\/(2f7—6)2

_2/(vi-1)’ 4/ (2vF - 6)
=2 |[V7T— 1]+ |2vV7 - 6|
=2- (VT—1)+ (6 —2V7) =4,

tj. ovaj broj je racionalan.

Test 30

30.1. Racunamo vrednost izraza:

5 11 25 3 12
2 (1= T Gl I
314 < 49 (76 38 77)) 55

(9 (50 B2)). 2
14 49 - 7 55

a7 (60 . 18) 12

T14 \49°7) 55
_ﬂ_<6£.l>.9
14 \49 18/ 55

47 10 1247 8 501

T14 21 55 14 77 154

30.2. Na osnovu Vietovih formula je



30.3.
30.4.

30.5.

101

Na osnovu uslova zadatka je, recimo, z; = 3. Sada iz prve jednakosti dobijamo

3

x5+ T2 — 1= 0,
odakle je xo = —3/2 ili z2 = 1/2.
Za xo = —3/2 je x1 = 9/4, pa iz jednakosti z122 = 9k?/8 sledi 9/4 - (—3/2) =
9k?/8, §to je nemogude.
Za 2 = 1/2 je x1 = 1/4, pa imamo z122 = 1/8 = 9k?/8, odakle je k = 1/3.
Resenje nejednacine je z € (—oo, —17/8] U [—3/2, +00).
Zax# (2k+1)w/21ix # km, k € Z, sledi

sin x coszT

- = 3 + 2sin 2z,
cosxr  sinx

2
2sinx cosx
3sin 2z + 2sin’ 2z = 2.

= 3 + 2sin 2z,

Uvodenjem smene sin 2x = ¢ dobijamo kvadratnu jednacinu
2t° + 3t —2 =0,

Cija su reSenja t1 = —2 1 t2 = 1/2. S obzirom na uvedenu smenu resenje t;
odbacujemo, pa su reSenja jednacine data sa

(12k + )7 (12k + 5)7
Tk = ——5 Tk = T7

B ke Z.

Centar osnova kupe i valjka je oznacen sa O, teme kupe sa T i jo§ jedno teme
osnog preseka sa L.

T

o/ (3

L o

Kako je h = H/2, prema Pitagorinoj teoremi iz pravouglog trougla OLT sledi

s>=R*+H? H*=s>-R*=25-9=16,
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odakle je
H=4, h=2.

Osnove, omotaci i zapremine kupe i valjka su

By = R’r = 9w, By = r’r = T
M, = Rrs = 16w, My = 2rmh = 4,
_ BH

V=3

:127'('7 VQZBQhZQﬂ'.

Izdubljena kupa se sastoji od omotaca kupe, kruznog prstena B; — Ba,
omotaca valjka i osnove valjka, pa je njena povr§ina

P=M+ (B1—B2)+ Mz+ By =M; + B1 + M,
= 157+ 97 + 47 = 287.

Zapremina izdubljene kupe je

V=V—-V, =127 — 27 = 10m.

30.6. Vrednost datog izraza mozemo da izracunamo direktno

\/11+6\/§+\/11—6\@:\/(3+\f2)2+\/(37\/§)2:3+3:6,

ili na sledeéi nacin. Oznac¢imo sa

A=V11+6v2+ V11 —6v2.
Ocigledno je A > 0. Kvadriranjem prethodne jednakosti dobija se
A% =114 6V2+ 11— 6v2+ 2121 — 72 = 36,

odakle je A = 6.

Test 31

31.1. Vrednost izraza je 250.
31.2. Stavimo y = vz + 4. Tada je z = y*> — 4, pa je 2z — 6 = 23> — 14. Sada, data
jednacina postaje
2y2 — 144+ y = 5.
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Kvadriranjem dobijamo jednac¢inu
y? +10y — 39 =0,

Cija su reSenja y1 = 31 y2 = —13. S obzirom na uslov y > 0, uzimamo samo
y = 3, odakle je x = 5. Proverom vidimo da je ovo zaista reSenje polazne
jednacine.

Resenje je z € (—5,—1) U (1,5).

Primenom trigonometrijskih transformacija na dati izraz dobijamo

2(sin2z + 2cos®x —1)  2(sin2z 4 2cos’z — 1)
2sinzsin 2z + 2sinxcos2x  2sin z(sin 2z + cos 2z)
2(sin2x 4+ cos2z) 1

2sin z(sin 2z + cos 2r)  sinx’

Neka je ABCD jednakokraki trapez sa osnovicama a = AB i b= DC, a d ma
koja njegova dijagonala.

Prvo pokazujemo da su dijagonale jednakokrakog trapeza jednake. Trouglovi
ABC' i ABD imaju jednake stranice BC, AD (kraci trapeza), zajedni¢ku strani-
cu AB i jednake uglove £LABC, £{BAD (uglovi na osnovici trapeza). Prema
pravilu SUS, ovi trouglovi su podudarni i zaista je AC = BD.

Osnovicu DC produzujemo od temena C do tacke E takoda je CE = AB = a.
Tada je ABEC paralelogram jer su mu stranice AB i C'E paralelne i jednake.
Zato jei BE = AC = d.

Trougao BDE je jednakostrani¢ni sa stranicom d, $to sledi iz definicije srednje
linije trapeza m = (a+b)/2 i uslova zadatka d = 2m = a+b. Na osnovu obrasca
za, visinu jednakostrani¢nog trougla, visina h trougla BDFE je

h:dT\/gzm\/g.

Visina trougla BDE je istovremeno i visina trapeza ABCD, pa trazena
povrsina iznosi
a+b

2 h = mh = m*V/3.

P =
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31.6.

32.1.
32.2.

32.3.
32.4.

32.5.

Cena robe bi se smanjila za 60 dinara.

Test 32

11
Vrednost izraza je —

40
Uvedimo smenu log, (2% + 1) = t. Kako je

log, (2°T +2) = log, 2(2° + 1) = log, 2 + log, (2° + 1) = 1 + log, (2° + 1),

dobijamo jednac¢inu
tt+1)=2.

Odavdejet = —2ilit = 1. Zat = —2jelog,(2°41) = —2, odakle je 2°+1 = 1/4,
odnosno 2% = —3/4, §to je nemoguée. Za t = 1 imamo log,(2° + 1) = 1, odakle
nalazimo jedino resenje ove jednacine x = 0.

Resenje je x € (—4,—-1) U (2,5).

Primenom adicionih formula dobija se

T(a, 8) = cos(2a + B) + sin(B — 2«)

= cos2a.cos 3 — sin 2asin 3 + sin 3 cos 2a. — sin 2« cos 3

(sin B + cos 3)(cos” o — sin® & — 2sin v cos av).

Kako je 0 < a < wisina = 3/5, imamo da je cos« = £4/5. S druge strane, kako
je0 < B <micosfB =—12/13, imamo da je sin 3 = 5/13. Tako izraz T(«, 3)
moze da ima dve vrednosti, i to su T1(«, 8) = 119/325 i To(«, B) = —217/325.

Osnovna i zarubljena kupa imaju istu osu koja prolazi kroz centre O, O;1 baza
zarubljene i teme T osnovne kupe. Prava zarubljena kupa nastaje iz prave
osnovne kupe, pa visine OT, H = OO, h = O1T osnovne, zarubljene i dopunske
kupe leze na osi. Dva temena osnog preseka zarubljene kupe su L, N.
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Trouglovi OLT i O1NT su sli¢ni jer su im stranice paralelne, pa vazi OT :
OL = 01T : OlN, tj.

H+h h
=
Zato je
Lghz%, 24 h=3h 2h=2

i za visinu dopunske kupe se dobija
h=1.

Neka je B; veéa, a B2 manja baza zarubljene kupe, koja je istovremeno i baza
dopunske kupe. Tada je

By = R’ = 9, By = r’r =T.
Zapremine V| Vi zarubljene i dopunske kupe su

_ (Bi+VBB+ B)) H (97 + V972 +7) -2 967

. 3 3 3’
B T
vi=T =g
pa je njihov odnos v
A = 26.

Dakle, zarubljena kupa ima 26 puta veéu zapreminu od dopunske kupe.

32.6. Racionalisanje vrsimo na slede¢i nacin

1 B 1 (V5 +2v2) — (2+ V10)
2+vV5+2v2+ V10 (VB+2v2) + (2+V10) (V5 +2v2) — (2 +V10)
V5 +2v2-2-V10
54 4v10 + 8 — 4 — 4y/10 — 10
=2+V10 - V5 —2v2.
Test 33

33.1. Vrednost izraza je 11.
33.2. Jednacina

VB +8)(z+3) =2
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je definisana za x € (—o0, —3] U [—8/3,+00) i ima dva resenja

121:—4, £E2:—§.

3

Jednacina

V3xr+8vVzr+3=2

je definisana za z € [—8/3,+00) i ima samo jedno resenje

po_2
= -3
33.3. Resenje je z € (—o0, —9/8] U [0, 400).
33.4. Jednacinu resavamo na sledeci nacin
sinx + cosz = —1,
2 2 2
gsinx—k gcosx—i—g =0,

sin<ﬁ—|—x>—|—sinE*O
4 47

. T x x
2 sin (Z + 5) COS§ =0.

Resenja jednacine su

o = (2k + ), xkzﬁ%%iﬁ, kel

33.5. Neka je ABCD jednakokraki trapez sa osnovicama AB = a =8, CD = b = 6,
krakom c i presekom dijagonala S.

Posmatramo prvu sliku i pokazujemo da u bilo kom jednakokrakom trapezu
vazi

SA=SB=y, SC=SD=u.
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U tom cilju uocavamo trouglove SDA i SBC. Trouglovi ABC i ABD su
podudarni (zadatak 31.5), pa imaju jednake uglove, tj. £BDA = £ACB,
ABAD = LABC, LABD = £BAC, odakle je i

ASDA = {BDA = £LACB = £SCB,
LSAD = ABAD — ABAC = {ABC — L{ABD = £SBC.

Prema pravilu USU, trouglovi SDA i SBC su podudarni jer imaju jednake
stranice AD, BC' (kraci trapeza) i na njih nalegle uglove.

Uocavamo sada trouglove SAB i SCD sa prve slike. Ovi trouglovi su
pravougli prema pretpostavci zadatka. Primenom Pitagorine teoreme sledi
22% = b, 2y* = @” i, na osnovu datih podataka, z° = 36/2 = 18, y* = 64/2 =

32, tj.
z =32, y = 4V2.

Vracamo se na trougao SBC), koji je takode pravougli sa katetama z, y i nalazimo
hipotenuzu, tj. krak trapeza,

c=+/a2+y2 =18+ 32 =5V2.

Trougao ABC sa druge slike ima visinu SB = y = 41/2 koja odgovara stranici
AC = x4y = 7V2. Ako sa h oznatimo visinu koja odgovara stranici a, za
povrsinu P; trougla ABC vazi

AC-SB ah
Pi=———=%
odakle je
_AC-SB _ TV2-4V2
= - = 3 =

Konaé¢no, obim i povrsina trapeza su

h 7.

O=a+b+2c=8+6+10V2= 14+ 10V2,

P:a+bh:¥-7:49.

33.6. Oznacimo sa

A=2+V5+ V25

Sada je

A = 4433 (24 V5) (2- VB) +3Y/ (24 V5) (2- v5)’ =434,

tj.
A*+3A—4=0,
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34.1.
34.2.

34.3.

odakle je
(A—1)(A*+ A+4) =0,
pa je
A=1.
Test 34

Rezultat je 3%/ . 5%/3.271/2,

Deljenjem date jednacine sa 13" dobijamo
5\* 12\*
— — ) =1

(13) * (13)
(&> @)=
13 13 13 13/ 7
(5) + (5) > (&) + () -1
13 13 13 13/

Analogno, za r > 2 VaZi

Direktnom proverom vidimo da je jedino reSenje jednacine x = 2.

Za x < 2 vazi

te je

pa je

Da bi nejednacina bila definisana neophodno je da bude z? > 0, 2z + 3 > 0,
20+ 3#1,tj. x> —-3/2, x #£0, x £ —1.

Pretpostavimo, najpre, da je 0 < 2z + 3 < 1, odnosno —3/2 < z < —1. Tada je
data nejednacina ekvivalentna sa

logy, 43 z* < logy, 15(22 + 3),
odnosno z* > 2z + 3, tj. (z + 1)(z —3) > 0. Odavde je z < —1ili z > 3,
pa zbog uslova —3/2 < z < —1, dobijamo da su resenja svi brojevi iz intervala
(=3/2,-1).
Ako je 2z + 3 > 1, tj. = > —1, dobijamo

10gy, 457" < 10gg, 5(22 +3),
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§to je ekvivalentno sa 22 < 2z+3, odnosno —1 < z < 3, pa je redenje proizvoljan
broj iz intervala (—1, 3).
Znaci, reSenja date nejednacine su realni brojevi

e (-%,-1) U(=1,0)U (0,3).

Imamo
cos2x —cosx —sinz = 0,

(cosz —sinzx)(cosx + sinz) — (cosx + sinz) = 0,
(sinx + cosx)(cosx —sinx — 1) = 0.

Resavamo prvo jednacinu
sinxz 4+ cosxz = 0,

tj.
sin (% + x> =0,
odakle je
4k —1

Jednacina cosz — sinx — 1 = 0 ekvivalentna je sa

V2 V2 V2

—cosx — —sinx — — =0,

2 2 2
sin(%—m) —sin%:O,

—QSingcos (g — %) =0,

odakle je
(4k — )

Z.
5 , ke

meQk’/T, T =

Jedan par temena L, N naspramnih strana Si, S2 prizme, Cije je rastojanje
najveée, uoCen je na sledecoj slici. Prema uslovu zadatka, ovo rastojanje je
jednako polupre¢niku R sfere. Uoceno je i teme M strane Ss.
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Prizma je pravilna, pa je njena baza kvadrat stranice a = 4, a ivice su jednake
visini H = 2. Dijagonala kvadrata je

d=aVv2=4v2.
Prema Pitagorinoj teoremi, iz pravouglog trougla LM N sledi
RP=d’+H?>=32+4=36

i poluprecnik sfere iznosi

Povrsina i zapremina sfere su

AR37

P =4R%*r = 144w, V = = 288.

34.6. Ako je v brzina voza, onda je 30v = 300, pa je v = 10 m/s. Prema tome, voz se
kretao brzinom od 36 km/h. Duzina voza je d = 10- 15 = 150 m.

Test 35

35.1. Vrednost izraza je 1.2.
35.2. Oblast definisanosti jednacine

logoz(z+1) =1
je z € (—o0,—1) U (0, +00). Ona ima dva resenja
Ty =1, x2=-2.
Oblast definisanosti jednacine
log, z + logy(x+1) =1
je € (0,400). Ona ima samo jedno resenje
rz =1

35.3. Nejednacina je ekvivalentna sa

(z—3)(x—2)

G-+ "
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Resenje ove nejednacine je x € (—oo, —1) U (2,3) U (5, +00).
35.4. Kako je
cos® z +sin®z = (cos2 x + sin® :1:) (cos4 x — cos® zsin® x + sin® x)
=cos® z + 2cos® zsin® z + sin® z — 3cos® zsin’ x
= (cos2 x + sin? x)2 —3cos?zsin’z
3 .9
=1 — —sin” 2z,
4
data jednacina se moze napisati u obliku
3 .o, .9
1— 1 sin® 2x = 4 sin” 2z,

tj.
19sin? 2z = 4.

Koristeéi jednakost

poslednja jednac¢ina se svodi na slede¢u jednacinu

11
4 = —
cosdx = 7o,
Cija su reSenja
1 11 kn
=+- — + — 7.
Tk 4arccos19+ R ke

35.5. Sa ABCD oznacimo trapez u kome je a = AB veéa i b = C'D manja osnovica,
¢ = BC vedi i d = AD manji krak. Pretpostavimo da dijagonala AC' polovi
ugao £ BAD i uvedimo oznake o = £ BAC, 3 = £CAD. Uslovi zadatka sada
glase:

c=d+4, c=a—-2, b+c+d=40, a=7.

Kako su « i £ACD uglovi s paralelnim kracima, to je LACD = o = 3, pa je
trougao AC'D jednakokraki i sledi

b=d.
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Iz uslova a = ¢+ 2, ¢ = d + 4 dalje sledi
a=(d+4)+2=d+6.
Zamenom b=dic=d+ 4 u uslov b+ c+ d = 40, odreduje se
d=12.
Konag¢no, stranice trapeza su:
a=d+6=18, b=d=12, c¢=d+4=16, d=12.

Ako dijagonala BD polovi ugao £ ABC, radi se analogno i dobija se:

35.6. Na osnovu Vietovih pravila za datu kvadratnu jednacinu je
T1+x2=m, xT1T2=2m —T.
Sada dati uslov postaje

2 2
4 7
m1+x2+7:x1+x2, m#?

X1T2 5
2
-2
(71 4 2) T1T2 _ (21 4 22) — =,
r1X2 5
m?—2(2m —7)  5m—4
2m — 7 -5

Odavde dobijamo kvadratnu jednaginu
5m? — 23m — 42 =0,

¢ije je jedino celobrojno resenje m = 6.
Zbir kubova resenja jednacine je

o5+ x5 = (21 + x2)° — 3xi2s — 3w125 = (21 + x2)® — 3z122(T1 + 22)
=216 — 90 = 126.
Test 36

13
36.1. Itat je —.
Rezultat je 5



36.2.

36.3.

36.4.

36.5.

113

Uslov egzistencije date jednacine je xy > 0. Na osnovu nejednakosti

2
1 1
Viyg— — | >0 & zy+— > 2,
( \/@) B T

pri ¢emu jednakost nastupa za xy = 1, zaklju¢ujemo da je

1
log, (my—i— > > 1.
xy

Jednakost vazi samo za zy = 1, pa kako je (z +y — 2)®> > 0 imamo da je
1— (z+y—2)? <1, pri ¢emu jednakost vazi samo ako je  +y — 2 = 0.
Na osnovu prethodne analize, zadatak se svodi na reSavanje sistema jednacina

zy=1, xz+y—2=0,

koji ima jedinstveno resenje (z,y) = (1,1).

Za xz > 0 imamo da je |z| = z, pa se data nejednacina sredivanjem svodi na

2
—x —|—5x—12>0.
r—3 -

Kako je —z* + 5z — 12 < 0 za svako z € R, prethodna nejednakost vazi za
z €[0,3).
Za xz < 0 imamo da je |z| = —z, pa se data nejednacina sredivanjem svodi na

2+ Tz —12

>0 & <4 AN z#3.
z—3

S obzirom na to da smo ovu nejednakost dobili za x < 0, reSenja u ovom sluc¢aju
sux € (—o0,0).
Resenje zadatka je x € (—o0, 3).

Transformacijom polazne jednacine dobija se

cos7x + cos bx — sin 2z = 0,
2cosbxcosx — 2sinxzcosx = 0,

2cosz(cosbz —sinz) = 0,

2cosx (COSG.’IJ — cos (g —m)) =0.

Sferni isecak se sastoji od prave kupe sa temenom u centru O sfere i pri-
padne kalote (sferni odsecak). Kupa ima visinu h = OO, izvodnicu s = R
i poluprec¢nik baze r = O; L.
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Kako je h + H = R, visina kupe je
h=R-H=4.
Prema Pitagorinoj teoremi, iz pravouglog trougla OO L sledi
P =R*—h*=25-16=09,

pa je polupre¢nik baze kupe
r=3.

Povrsina kalote i omota¢ kupe su
P =2RnH =107, M =rms=rnR = 157.

Povrsina P izdubljene sfere se dobija kada se od povrsine sfere oduzme povrsina
kalote i doda omota¢ kupe, tj.

P = 4R*m — P, + M = 1007 — 107 4 157 = 1057.

Zapremina V izdubljene sfere se dobija kada se od zapremine sfere oduzme
zapremina V; isecka. Kako je

2R*’rH 507
V = = —
! 3 3
to je
AR37 5000  50m 4507
= — = ——— = — = 1 .
1% 3 1% 3 3 3 507

36.6. Neka je x duzina puta. Tada je

1 1 1 1
§m+5x+6.8—6(xf§xfgx76.8> <z =21km.
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Dakle, prvog dana je presao 7km, $to je oko 33.33% puta, drugog dana 4.2 km,
§to je 20% puta, treceg dana 6.8 km, sto je oko 32.38% i cetvrtog dana 3 km, §to
je oko 14.29%.

Test 37
843
Vrednost —
rednost izraza je 50
ReSenjasu z1 = —21ix0 = 1.

Razlikova¢emo dva slucaja.

1°Za0<xz?—1<1liz>1/3,0dnosno 1 <z < v/2 nejednagina je ekvivalentna
sa

3x—1>2> & 2-3x+1<0 < x€<32\/5,3+2\/5).

Dakle, u ovom slucaju resenje je = € (1,v/2).

2° Akojea? —1>1ixz > 1/3, tj. = > V2, nejednagina je ekvivalentna sa

3+
2

=

0<3z—-1<2®> & 3z—-1>0 A 2°-324+41>0 < z>

U ovom slucaju resenje je svako x € ((3 ++/5)/2, +00).
Dakle, regenje date nejednagine je = € (1,v/2) U ((3 + v/5)/2, +o0).

a) Kako je cos(m — a) = cos(a — m) = — cos «, dobijamo
5T

Cosz—i—cosg—ﬂ—i—cos—
7 7 7

=7 (cos — COS T —+ cos s cos 3—” =+ cos s cos 51)
CoS I 14 7 14 7 14 7

= <cos37r+cos—+cosf+cos5— COSSi 0055—71-)—7
- @ 14 14 14 14 14/) 2

b) Dati izraz transformisa¢emo na sledeéi nacin i koristiéemo prethodno dobijeni
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rezultat:
™ 3 57 1 3 6 4
COS?COS 7 COS 7 = 5(3057 <COS7 +COS 7)
:1 (cos 3—” cos 61 + cos 31 cos 41)
2 7 7 7 7
:1 (cosg—w —i—(:osg—7T —&-cos?—?r + cos E)
4 7 7 7 7
1 2T 1 5w
= (Feos T —14 5 —eos )
1 2m 1 2 1
=i (e T 1 g s T) =4

37.5. Na sledecoj slici su prikazani kvadrat ABCD i pravilni osmougao, ¢ija temena
E, F pripadaju stranicama AB, BC kvadrata.

N
b
F
JAN J/

Uglovi svakog pravilnog mnogougla, pa i osmougla, su jednaki. Zato je
LAAEF = AEFC, a time je i {BEF = ABFE. Dakle, trougao BFE je
jednakokraki. Kako je ovaj trougao pravougli, to je A BEF = {BFE = 45°.
Isto vazi za sve odstranjene trouglove. Ovi trouglovi su podudarni prema pravi-
lu USU jer imaju jednake hipotenuze (stranice pravilnog osmougla) i jednake
uglove na hipotenuzama (svi su 45°).

Oznacimo sa x katetu, a sa b hipotenuzu trougla BF' E, tj. stranicu osmougla.
Prema Pitagorinoj teoremi je

b =2% + 2% =22°, b=azV2

Jos je
BC=a=x4+b+zxz=2x+0,

pa sledi

a:2x+x\/§:(2+\/§)m:\/§(\/§+l)x,
a (L(\/i—l)

V2 (V2+1) V2
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Povrsine kvadrata i svakog od odstranjenih trouglova su

2 g2 (v2-1)°
P1:a2, PQ_:EQ_G(\CL)’

a povrsina osmougla je

P=P-dP=a’~a* (vV2-1)" =’ (1= (vV2-1)") =22 (V2 - 1).

37.6. Zamenom z = x + iy u datoj jednacini dobija se
Vei+yr+ao+iy=2+i.
Izjednacavanjem realnih i imaginarnih delova ovih kompleksnih brojeva sledi
y=1.

Sada je
Vai+l+ax=2,

odakle dobijamo

Znagci, trazeni kompleksan broj je

Test 38

38.1. Vrednost izraza je 1.
38.2. Kako je

2* =2z -3, x € (—oo,—1]U[3,+00),
2
|[° =2z — 3| = )
—z°4+2x+3, x€(-1,3),

a |r? — 2z + 5| = ® — 22 + 5 za svako = € R, imamo dva slucaja.
1° Za x € (—o0, —1] U [3, +00) jednacina postaje

x2—2x—3:x2—2w+5,
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38.3.

38.4.

38.5.

tj. —3 = 5, §to je nemoguce, pa je ocigledno da u ovom slucaju reSenje ne
postoji.
2° Za x € (—1, 3) jednacina postaje
2 2
-z 4+2x+3 =" —2x 45,

tj. 222 — 4z + 2 = 0. Njeno dvostruko resenje je z = 1, §to je i jedino resenje
polazne jednacine.

Uvodenjem smene 5% = t, t > 0, dobija se nejednacina
t* —6t+5<0,

tj. (t —1)(t —5) < 0. Odavde je t € (1,5), pa je resenje z € (0,1).

Dati izraz uprosti¢emo na sledeéi nacin

_ sin®(270° — a) cos(a — 360°)  —cos® acosasin®a cosa
~ tan®(90° — a) cos3(270° —a)  cosda(—sin®a) '
2k +1
Prethodne jednakosti imaju smisla za « # % ia#kr kel

Obrtno telo se sastoji od pravog valjka kojem je dodata prava kupa i iz njega
izdubljena ista takva kupa. Visina valjka je H = a, gde je a stranica romba koji
rotira (prva slika). U rombu su tri temena oznacena sa L, N, E, dok su E1, Es
podnozja visine h (druga slika).

a
aa hd h
‘ a la
L

E, E,

Posmatramo drugu sliku. Veéa dijagonala polovi oStar ugao romba. Zato je
ANLEs = a/2 = 30° i iz pravouglog trougla LE>N sledi h/d = sin30° = 1/2,
odakle je

d
=—- =2
4 2

Dalje, iz pravouglog trougla LE1E je h/a = sin o = sin60° = v/3/2, pa je
L2 _ 4
V3 V3

Posmatramo sada prvu sliku. Visina romba je polupre¢nik R zajednicke os-
nove B valjka i kupe, a stranica romba je izvodnica s kupe, tj.
4

R=h=2 s=a=—.
V3
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39.1.
39.2.
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Ako je My omotaé kupe, a M2 omotac¢ valjka, dobija se

1
8T M, = 2RnH = 2Rma = 297
V3 V3
Povrsina obrtnog tela je zbir omotaca valjka i dva omotaca kupe, dok je
zapremina jednaka zapremini valjka. Dakle, trazene povrsina i zapremina su

B =Rt =4n, M, = Rns=

327 167
P=M+2M =228 V =BH=Ba=—2X.
’ T3 V3
Neka je
A= 320+ 14v2 + V/20 — 14V2.
Kako je

A% =40+ 64

i jednacina

A* —6A4—40=0,

tj.
(A—4)(A® +4A410) =0

ima jedinstven realni koren A = 4, $to je i vrednost datog izraza.

Test 39

Vrednost i j .
rednost izraza je 1o7=-

Primetimo da za x > 1 vaze jednakosti

e+3 -4V —1=(Vo-1-2)°,
z+8-6Vr—1=(Vo—1-3)".

Sada, data jednacina postaje
Vo —1-2/+Ve—-1-3]=1,

i definisana je za svako x > 1. Razmotri¢emo cetiri slucaja.

1° Neka je vz —1—2>01i+x—1—3 >0, tj. neka je x > 10. U ovom slucaju
jednacina ima jedinstveno resenje z = 10.

2° Akoje vz —1—-—2>0i+vzx—1-3<0,tj. ako je 5 < x < 10, tada je
jednakost zadovoljena za svako 5 < x < 10.
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3° U slucaju kada je vz —1—-2<0i+vx—1—-3<0, tj. za z <5, jednacina

ima jedinstveno resenje x = 5.
4°ZaJr—1—-2<0i+xz—1-—32>0, jednacina, ocigledno, nema resenja.
Dakle, resenje date jednacine je 5 < x < 10.

39.3. Dajemo uputstvo. Nejednacina je definisana za x > 1 i moze da se napiSe u
ekvivalentnom obliku
logs 27x > 54/logs x,

odnosno
logsx + 3 > 54/logs x.

Sada uvesti smenu logs z = t2,t > 0.

39.4. Sledece jednacine su ekvivalentne:

.3 3
sin” x 4+ cos

r=1- %sin%ﬁ7
1
(sinz + cosz)(l —sinzcosz) =1 — 3 sin 2z,

1
(sinz + cosz — 1) (1 - §sin2x) =0,

sinx 4+ cosxz — 1 =0,

. ™ _ V2
Sin ($+Z> = 7

Iz poslednje jednacine dobijamo reSenja

xkzg—i—le, x, = 2km, keZ.

39.5. Simetrale uglova pravilnog Sestougla se seku u istoj tacki i formiraju Sest trou-
glova koji sa Sestouglom imaju zajednicku po jednu stranicu a.

a

h

h

a

Primenom obrasca za zbir uglova n—tougla, a imajuéi u vidu jednakost uglova
u pravilnom n—touglu, izracunavamo ugao pravilnog Sestougla

o= w — 120°.
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40.1.

40.2.

121

Simetrala ugla polovi ugao, pa svi trouglovi imaju po dva jednaka ugla /2 =
60°, sto znaci da su jednakostraniéni. Kako su stranice trouglova jednake stranici
a Sestrougla, oni su i podudarni (pravilo USU ili SSS).

Ako je h visina trougla, iz utvrdene podudarnosti i uslova zadatka sledi

d=2h=2V3, h=+3.

Za visinu jednakostrani¢nog trougla vazi

2
odakle je
a % =2
73 .
Obim Sestougla je
O =6a =12

Povrsina jednog trougla je

a2\/§ _ \/57

P= "

pa je povrSina Sestougla
P =6P; = 6V/3.

Prvi traktor za jedan sat izore 1/15 polja, a drugi izore 1/20 polja. Ako su oba
traktora orala z sati zajedno, onda iz uslova zadatka dobijamo jednacinu

z, =z _U

15 20 15
Odavde je x = 8.

Test 40

Vrednost datog izraza odredi¢emo na sledeéi nacin

(ﬁ.i @).(15 . 100 l) 6 33

102 \25 77 125/ \1000 12 " 10/ _ . 4q. 5 40 _

A=10 F 2 =100 6 =33
10 3 10 10

Za x > 2 dobijamo identitet. Ako je 1 < x < 2, dobijamo jednac¢inu 4z = 8, koja
nema reSenja u datom intervalu. Za 0 < x < 1 dobija se jednacina —2x = 2,
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40.3.

40.4.

40.5.

koja, takode, nema resenja u ovom intervalu. U slucaju —1 < x < 0 sledi 0 = 2,
$to je nemogucée. Konacno, za z < —1 dobijamo resenje x = —2. Dakle, resenje
jex=-21ili x > 2.

Nejednacina je definisana za svako x # —1. Ako datu nejednacinu napisemo u

ekvivalentnom obliku
3x—1 2 14
5aFt > 5204

dobijamo nejednacinu
3z —1
+1

> 21 + 14,

.
(z+5)(2z+3)

0.
r+1 <

Resenje poslednje nejednacine je x € (—oo, —5) U (—3/2, —1).

Stavimo sin x + cosz = t. Kako je (sinx + cosz)? = 1 + 2sinz cosz, to je

(t*—1),

N =

sinxcosx =

pa se data jednacina svodi na jedna¢inu
t? 42t —3=0.

Resenja ove jednacine su t1 = 1 i t2 = —3. Drugo reSenje odbacujemo, jer je
sinx 4 cosx > —2, pa su reSenja polazne jednacine

mkzg—i—?lm, x, = 2km, keZ.

Obrtno telo se sastoji od pravog valjka i dve prave kupe. Visina H valjka je
kraca osnovica trapeza koji rotira, tj. H = b. Izvodnice s1, s2 kupa su kraci
trapeza (prva slika). Temena trapeza su L, N, E, F, a E1, Fi su podnozja
njegove visine h (druga slika).
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S; So

JVACIN = B

Posmatramo drugu sliku. Neka je Hy = LFEy1, H» = F1N. Iz pravouglih
trouglova LE1E i FiNF sledi

a =tana = tan45° =1, s =tan 3 = tan30° =

8-

H1 H2 ’
pa je
Hy=h, H;=hV3.
Kako je
a:LN:LE1+E1F1+F1N:H1+b—|—H2,
to je

A+V3=h+1+hV3, 3+V3=(1+V3)h, V3(1+V3)=(1+V3)h,

odakle je
h=+3, H,=+V3, Hy;=3.

Iz istih pravouglih trouglova se primenom Pitagorine teoreme dobija
sS=Hi4+h*=34+3=6, ss=Hsi+h’>=9+3=12,

pa su kraci trapeza

S1 = \/6, So = 2\/§.

Posmatramo prvu sliku. Valjak i obe kupe imaju isti polupre¢nik R baze,
koji je jednak visini trapeza, tj.

R=h=+3.
Tada su omotaci kupa
M, = Rms1 = 3\/571’, My = Rmsy = 6,

a omotac valjka je
M;z = 2RmH = 2Rnb = 2V/3.

Povrsina obrtnog tela je zbir nadenih omotaca i iznosi

P =M + M+ Ms = (3V2+6 + 2V3) .
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Zajednicka baza valjka i kupe je
B = R*r = 3r.

Visine kupa su Hi, H2, pa su njihove zapremine

V1:B§[1:\/§7T, V2:B§{2=37T.

Kako je zapremina valjka
Vs = BH = Bb = 3,
za zapreminu obrtnog tela se dobija

V=Vit+Va+Vs=(V3+6)m

40.6. Neka je pocetna cena zlata bila z. Posle prvog dana, nakon poskupljenja i
pojeftinjenja, cena zlata je

x1 = 120% - 80% - * = 0.96x.
Posle drugog dana cena je
z2 = 0.9621 = 0.96%z.
Konac¢no, nakon 3 dana cena zlata je
z3 = 0.96°z ~ 0.885z,

8to je vise od 80% prvobitne cene.



KOMPLETI ZADATAKA
SA RANIJIH ISPITA






JUN 1989. g.

1. Pravougli trougao ima polupreénik opisanog kruga R = 15, a polupre¢nik
upisanog kruga r = 6. Odrediti duzine svih stranica trougla.

2. Izracunati vrednost izraza

3 V80 2
% 2_<\/: >+6 \[140\W\/;

3. Neka a; (i € IN) ¢ine aritmeticku progresiju i neka je

31- 9 <5 V0.8 — 5F—f>—10-\/@

Sk:a1+a2+~--+ak (]{ZE]N)

S 2 2m — 1
Ako je = = m , dokazati da tada vazi i jednakost L .
Sn n2 Qn, 2n —1

4. Resiti jednacinu

7
sinaH—\@-sin <27T —x> +tanx:\/§.

5. Resiti jednac¢inu

5°. V851 =500 (ze€N).

JUN 1990. g.
1. Resiti jednacinu
Slogtanz 9. 3logcot z+l _ 1 (logx = IOglo .T)
2. Odrediti sve vrednosti € R koje zadovoljavaju nejednakost
|z — 6] > |2 — 5z + 4]
3. Resiti jednacinu
(COS 1 2smx> -sinz + (1 + st — 2cosx> -cosx = 0.

127



128

4. Neka su R = 5 i r = 2 poluprecnici opisanog i upisanog kruga datog
pravouglog trougla, respektivno. Naéi povrsinu ovog trougla.

SEPTEMBAR 1990. g.

1. Resiti jednacinu

. x X
Sln3 5 — C053 5
- = —cosz.
2+sinx 3

2. Uprostiti sledece izraze:
2v/b 3/2 4 p3/2 1
a) A= Vb +(a * — 12)'(a—b)1;
vat e \arvE (@)
b) B — —Va, 1 a’ 4162 U a(a+9)
9—a 3—+Va 729 — a3 54
3. Nadi sva reSenja jednacine

92 — 18|z +5 =0,

koja pripadaju oblasti definisanosti funkcije y = log((z + 1)(z — 2)).

4. Resiti jednacine:

) AN 27\ 4log4
a — . — =
9 8 9log8’

b) logs(4” — 3) +logs(4* — 1) = 1.

JUN 1991. g.
1. Nadi celobrojnu vrednost k tako da nejednakost
2 — 24k — 1)z + 15k* =2k — 7> 0

vazi za svako realno z.

2. Resiti sistem jednacina
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3. Resiti jednacinu

0.125 - 428 = (O‘%)_I.
V2

4. Uprostiti izraze:
1 +sinda — cos4da_
2) 1+ cos4a + sin4da’
b) 4cos* a — 2cos2a — 0.5 cos 4a.

5. Srednja linija trapeza iznosi 10cm. Ako ona deli povrsinu trapeza P na
dva dela Py i Py, za koje je Py : Po = 3 : 5, odrediti duzine osnovica.

JUN 1992. g.

1. Uprostiti izraz
sin® ¢t + cos® t + 3sin? t cos? .

2. Resiti jednacinu
(0.4)°8" =+1 — (6.25)27108°  (logx = log,, 7).

3. Resiti nejednacinu

4. Resiti jednacinu

\/a:2+x—|—4—|—\/a:2+x+1:\/2x2+2$+9.

5. Visina i tezisna linija povucene iz temena C trougla ABC dele ugao kod
temena C' na tri jednaka dela. Odrediti uglove trougla ABC.

SEPTEMBAR 1992. g.

1. Odrediti sve realne brojeve x koji zadovoljavaju nejednakost

2¢+ 1 3r+ 2 - 1
22 —-3x+2 22—4x+3° -3
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2. Resiti jednacinu

(24+V3)® +3(2 - V3)* = 4.
3. Resiti jednacinu
2sin® x + (1 — V/3) sin 2z — V3 cos 2z — V3 = 0.

4. Dat je jednakokraki trougao Cija je osnovica duzine 30 cm i polupreénik
upisanog kruga 7.5 cm. Odrediti povrsinu ovog trougla.

JUN 1993. g.

1. Neka su z1 i o koreni jednacine

z® + x—i—O
p 2p2_7

gde je p realni parametar. Dokazati nejednakost

af +a3 > 2+ V2.

2. Resiti nejednacinu

DN | =

(1 —cosx)(1+ cos2z)(1 —cos3x) <

3. Resiti jednacinu
9% — 4% = 3(3%* — 67).
4. U krug polupre¢nika R upisana su tri jednaka kruga, tako da dodiruju

jedan drugog i dati krug. Izracunati povrSinu krivolinijskog trougla
ograni¢enog upisanim krugovima.

SEPTEMBAR 1993. g.

1. Dat je pravougli trougao ¢iji je polupre¢nik opisanog kruga R = 15cm,
a poluprecnik upisanog kruga r = 6cm. Odrediti duzine svih stranica
trougla.
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2. Resiti jednacinu

5% ¥/8*=1 =500 (x€N).

3. Resiti jednacinu

Lo T
Sln3 5 — COS3 5
- = —coszx.
2+sinx 3

4. Nadi celobrojnu vrednost k£ tako da nejednakost
x? —2(dk + )x + 15k* =2k —7>0

vazi za svako realno x.

JUN 1994. g.

1. Cena zlata na berzi svako prepodne poraste za 10%, a svako poslepodne
opadne za 10%. Da li ¢ée posle 50 dana rada berze cena zlata biti veca,
manja ili jednaka polovini prvobitne cene?

2. Resiti jednacinu

sin(7 cosx) — cos(msinz) = 0.

3. Resiti jednacinu

4—1/w 4 6—1/1‘ — 9—1/13.

4. Data je prava p i tacke A i B van nje sa iste strane. Odrediti na pravoj
p tacku M tako da je duzina AM + BM najkrac¢a. Koliko ima reSenja?
Dokazati da je tacka M dobro odredena.

5. Odrediti najmanji prirodan broj koji je deljiv brojem 7, a koji prilikom
deljenja brojevima 2, 3, 4, 51 6 daje ostatak 1.

JUN 1995. g.

1. Razlomak % prikazati kao zbir tri razlomka sa jednocifrenim ime-
niocima, pri ¢emu su brojioci prirodni brojevi. Detaljno obrazloziti pos-
tupak.

2. Resiti jednacinu

25V — 124 . 5Y% = 125.
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3. Za koje vrednosti parametra m vaze nejednacine

222 —4
2 —z+1
4. Resiti jednacinu
sinzxcosx + cosx —sinxz = 0.

5. Oko kruga polupreénika r = 1.5 ¢cm opisan je jednakokraki trapez povrsine
P = 15cm?. Izracunati duzinu dijagonale ovog trapeza.

SEPTEMBAR 1995. g.

1. Zbog osteéenog puta, autobus se kretao brzinom za 22% manjom od plani-
rane. Za koliko procenata voza¢ mora povecati brzinu kretanja, da bi se
kretao planiranom brzinom?

2. Izracunati vrednost izraza

T 1 T
Q:<+y>.22_(_y> D (a? = 22y + y),
y x) x?—y y =

za v = 18.54 1y = 71.46.

3. Zameniti * prirodnim brojevima tako da vazi

(% 5) - (4%)
* 1 %
* % 0 %

* T % % %

Nag¢i sva moguca resenja.
4. Nagdi zbir

A = tanatan 2a + tan 2atan 3o + - - - + tanna tan(n + 1)a.

5. Krug poluprecnika 2r prolazi kroz centar kruga poluprecnika r. Zajednicke
tangente ovih krugova dodiruju manji krug u tackama A i B i seku se u
tacki C'. Izrac¢unati povrsinu figure ABC u zavisnosti od r, gde je AB
manji luk datog kruga.



133

JUN 1996. g.

1. Uprostiti izraz
1 —2sinx — cos 2x

1+ 2sinx — cos 2z’

2. Resiti jednacinu
2°7H2 45272 _ 29. 57 . 2 = 0.

3. Nadi resenja date nejednacine

M>2‘
22 -3z +2 —

4. Na krugu, sa centrom u tacki O, poluprecnika 2 cm date su tacke A, B i
C, koje dele krug u razmeri 3 : 5 : 7. Izracunati uglove trougla ABC.

5. Dva voza istovremeno polaze iz mesta A i B, jedan drugom u susret.
Svaki od njih se, ¢im stigne u suprotno mesto, odmah vraca nazad. Prvo
susretanje vozova je na 50 km od mesta A, a drugo na 30 km od mesta B.
Brzina vozova je stalna. Kolika je udaljenost izmedu mesta A i B?

SEPTEMBAR 1996. g.

1. Resiti nejednacinu
|2z — 3| < .

2. Dijagonalni presek pravilne ¢etvorostrane piramide je ravnostran trougao
povrdine k2v/3. Izrac¢unati povréinu i zapreminu piramide.

3. Resiti jednacinu
sinx + sin 2z + sin 3x + sin4x = 0.

4. Resiti jednacinu
1510g5z X xlog5 45z _ 1.

5. Cena neke robe je najpre povec¢ana za 20%, a posle mesec dana smanjena
za 20%. Posle ove promene prvobitna cena se smanjila za 60 dinara. Za
koliko dinara bi se smanjila prvobitna cena, ako bi najpre bila smanjena
za 10%, a zatim ta nova cena povecana za 10%?
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JUN 1997. g.

1. Zadat je trocifren broj A, ¢ija je cifra stotica a, cifra desetica b i cifra je-
dinica ¢. Neka je zbir cifara broja A jednak 24. Ako cifre ciklicno promene
mesta, tako da cifra stotica bude ¢, cifra desetica a, a cifra jedinica b, do-
bija se broj koji je za 189 veéi od prvobitnog. Ako cifre ponovo cikli¢no
promene mesta, tako da je cifra stotica b, cifra desetica c, a cifra jedinica
a, dobija se broj koji je za 108 veéi od prvobitnog, tj od broja A. Odrediti
prvobitni trocifreni broj.

2. Jedan daktilograf moze da otkuca jedan tekst za 5 sati i 20 minuta, a
drugi daktilograf isti tekst za 4 sata i 40 minuta. Ukoliko isti tekst kucaju
istovremeno, tako sto svaki daktilograf kuca samo jedan deo teksta, drugi
¢e otkucati tri stranice vise od prvog. Koliko stranica ima tekst?

3. Resiti jednacinu

Vo2r+12—+Vr—8=+Vx+4.

4. Uprostiti izraz
1+ cos4a + sinda

1+ sin4a — cos4a’

5. U ravnostrani trougao ABC, stranice a, upisan je kvadrat maksimalne
povrSine, tako da jedna stranica ovog kvadrata lezi na osnovi trougla.
Odrediti odnos povrsina trougla i kvadrata.

SEPTEMBAR 1997. g.

1. Resiti sistem jednacina

rcosa —ysina =A,

rsina +ycosa =B,

gde je o dati ugao 0 < o < 27, a A 1 B dati realni brojevi. Naéi vrednost
izraza R = x? + 2.

2. Odrediti parametar a tako da sistem jednacina

w2+ax—|—1:0,
2* + 1 +a =0,

ima bar jedno resenje.
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3. Ako cifre jedinica i desetica zamene mesta, vrednost trocifrenog broja se
poveca za 45. Isti broj se smanji za 270, ako cifre stotica i desetica zamene
mesta. Ako cifre stotica i jedinica zamene mesta, dobiée se broj koji je
veéi od datog. Za koliko?

4. Jedan radnik zavrsi generalnu popravku automobila za 10 dana. Ako mu
u popravci 2 dana pomaze drugi radnik, onda ¢e popravka biti zavrsena za
6 dana. Za koliko dana bi generalnu popravku automobila zavrsio drugi
radnik?

5. Dat je pravougli trougao ABC' sa pravim uglom u temenu C i poluprec-
nikom upisanog kruga r. Iz temena C' povucena je visina h. Ova visina
deli trougao na dva pravougla trougla ¢iji su polupreé¢nici upisanih krugova
r1 i r9. Dokazati da vazi jednakost r + 11 + 7o = h.

JUN 1998. g.

1. Resiti nejednacinu 1 <

x

<2
z+1 ‘
2. Neka su x7 i 22 koreni jednacine

a
x2+paz——2:0,
p

gde jea = (24++v2)" i p (p # 0) realni parametar. Dokazati nejednakost
xl + a5 > 2.

7
3. Reiti jednac¢inu cosz + cot z — v/2 = V2 cos <27T + x>

4

31
4. Ako je sin*z + cos* z = 33’ odrediti sin” 2z.

5. Simetrala ugla izmedu stranice i dijagonale romba sete drugu stranicu
romba pod uglom od 72°. Odrediti uglove romba.

SEPTEMBAR 1998. g.

1. Odrediti zbir kvadrata najmanje i najveé¢e vrednosti funkcije
f(z) = 2" —42® + 62> —dx + 5

na segmentu [0, 2].
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2. Brojna vrednost izraza

{’/20+14f2+ {’/20—14xf2

je ceo broj. Nadi taj broj.
3. Uprostiti izraz
sin o + cos o 1+ 2cos?a

sina —cosa  cos? a(tan®a — 1)
4. Resiti jednacinu

64% — 8=+l L 7 = .

5. Resiti nejednacinu
22 +6

— < —1.
2 —2x —8

JUN 2000. g.

1. Racionalisati razlomak
1

2. Resiti jednacinu

log,, 922 - logs = = 4.
3. Resiti jednacinu
8(4" +47%) —54(2" +277) + 101 = 0.
4. Resiti jednacinu

37 T
- 2 i - == .
COS T Sin ( 9 2) 3

5. Romb stranice 6 cm i manje dijagonale 4 cm rotira oko ose koja prolazi
kroz kraj veée dijagonale i normalna je na jednu stranicu romba. Odrediti
povrsinu tako dobijenog tela.
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SEPTEMBAR 2000. g.

1. Neka su z; i x5 koreni jednacine 22 — (m + 1)z + 2m — 1 = 0, gde je m
realan parametar. Odrediti m tako da vazi jednakost z1 + zo + 125 = 1.

2. Resiti jednacinu

Vhr+4—+3x+1=5.

3. Resiti jednacinu logs(xz + 3) = 3 — . Resenje ilustrovati odgovarajuéim
graficima.

4. Neka su «, 81~ uglovi datog trougla za koje vazi jednakost

. sin o + sin 3
siny = ——.
cosa + cos 3

Dokazati da je trougao pravougli.

5. Odrediti vrednost izraza
N Y AN Y (AN (Y
1/4 0.25 2 0.5 2 0.8 ’ 2 ’

JUN 2001. g.

1. Za koju vrednost realnog parametra m suma kvadrata korena jednacine
22+ (m—2)x—(m+3)=0
dostize minimalnu vrednost. Za tako dobijeno m resiti datu jednaécinu.
2. Resiti jednacinu
4sin® 27 + sin® 4z = 2.
3. Resiti jednacinu
x 4 log,o(1 + 2%) = xlogyy 5 + logy, 6.
4. a) Uzastopni uglovi nekog ¢etvorougla su uzastopni ¢lanovi nekog arit-
metickog niza (progresije), kod koga je razlika d = 20°. Dokazati da je
cetvorougao trapez.

b) Ako su uzastopni uglovi nekog ¢etvorougla o, a+30°, a+50° i «+80°,
dokazati da je u pitanju trapez.
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5. Ako se pravi valjak presece jednom ravni paralelno njegovoj osi, izracunati
povrsinu preseka u funkciji od polupreénika r, visine H i rastojanja d od
ose valjka. Zatim izra¢unati povrsinu preseka za d = /3 /2.

SEPTEMBAR 2001. g.

1. U jednacini
(m —2)x? — 2mx +2m — 3 =0,

odrediti realan parametar m tako da vazi jednakost

LR N
vt a3

Proveriti dobijeni rezultat.

2. Odrediti vrednosti x za koje je funkcija

r+1
=1 1 —_—
f(z) 0812 <0g1/3 T _ 1)

<3>cos3m - 92
4 V3

4. Dokazati da je izraz S(n) = 5%~2 + 34772 gde je n € IN, deljiv sa 34.

5. Osnovna ivica pravilne Sestostrane prizme iznosi 3 m, a dijagonala bo¢ne
strane 6 m. Izracunati njenu zapreminu i povrsinu.

negativna.
3. Resiti nejednacinu

JUN 2002. g.

1. U zavisnosti od vrednosti realnog parametra m odrediti medusobni polozaj
prave 2z — y = 0 i parabole y = 2% + (2 — m)x +m + 1.
2. Resiti nejednacinu
(0.2)22=3)/(@=2) > 5,

3. Uprostiti izraz

-3
(vVa—Vb)? +2a*2 + bVb N 3v/ab — 3b
av/a + b3/2 a—b ‘
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4. a) Ako su a i b katete, a ¢ hipotenuza pravouglog trougla, dokazati da vazi
nejednakost

C

b) Izra¢unati povrsinu pravouglog trougla kod koga je duzina hipotenuze
4 cm, a jedan oStar ugao iznosi 11°15'.

5. Odrediti zapreminu pravilne dvanaestostrane zarubljene piramide ako su
poluprecnici kruznica opisanih oko osnova R i 7, a bo¢ne ivice nagnute
pod uglom 60° prema ravni veée osnove.

SEPTEMBAR 2002. g.

1. Izracunati vrednost izraza

2. Resiti sistem jednacina

VI2+x+Vr—9=1,
v —x+4y+13=0.

3. Mnozenjem sa sin x, ili na neki drugi nacin, dokazati da vazi identitet

cos 3x COos DT cosTx sin 3z cos bx

sin2zsin4x  sin4xsinbx  sin 6z sin 8z sin z sin 22 sin 8z

4. Koristedi jednakost

Vovn+vn2—1l=vn+14+vn—1,

ili na neki drugi nacin, odrediti prirodan broj m za koji vazi jednakost

= V101 4+ 9.

1 1
ﬁ(ﬁ**ﬁ)

5. Da li ¢e se promeniti povrsina pravougaonika i za koliko procenata ako se
jedna njegova dimenzija poveéa za 30%, a druga smanji za 30%?
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JUN 2003. g.

1. Odrediti koje vrednosti moze da uzima realan parametar m, tako da tac¢no
jedno resenje kvadratne jednacine

4z +2"—4=0

lezi u intervalu (—1,1).

2. Resiti jednacinu
108 o (5101 7) + 108555 (cO8 7) = 2.
3. Ako je z = x + iy, refiti jednacinu
lz| +2z=2+1.

4. Trougao je ograniCen x—osom i pravama bx + 12y = 60 i 3z + 4y = 12.
Naéi koordinate temena i povrsinu ovog trougla.

5. Omotac prave kupe, u razvijenom obliku, predstavlja kruzni isecak sa cen-
tralnim uglom 36° i povrsinom od 1107 cm?. Odrediti povrsinu i zapreminu
ove kupe.

SEPTEMBAR 2003. g.

1. Izracunati vrednost izraza

3v3+V5+v3 -5
V3+VE+V3-5

2. Neka su x7 i x2 koreni jednacine
2> —(m+ 1z +2m—1=0,

gde je m realan parametar. Odrediti m tako da kvadratni trinom na levoj
strani date jednacine bude pozitivan za svako .
3. Resiti nejednacinu
sinx + cos 2z > 1.
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4. Resiti jednacinu
logs = + 2logy vz — 2 = 0.

5. Odrediti zapreminu lopte, opisane oko prave pravilne ¢etvorostrane prizme
visine 2 cm i osnovne ivice 4 cm.

JUN 2004. g.

1. Data je kvadratna jednacina
2?2 +4x—21=0,

Cija su reSenja x1 i xo. Ne resavajuéi ovu jednacinu, odrediti vrednost
izraza
2 2
_ 3z7 — 4x1x0 + 325
23+ 20220 + 2w122 + 23
1 12 142 2

2. Resiti nejednacinu
1+log,z +logaz +1logsa+--- > 0.

3. Resiti jednacinu

42/ _ 5. alr = g,

4. Jednakokraki trapez, ¢ije su osnovice duzina a = 20cm i b = 8cm, a krak
¢ = 10 cm, rotira oko ose koja lezi u njegovoj ravni, ne sece ga i paralelna
je vec¢oj osnovici trapeza na odstojanju d = 2.5cm od nje. Izracunati
zapreminu i povrSinu tako dobijenog tela.

5. a) Uprostiti izraz

sin 130° cos 330° tan(270° — «) cot 225°
sin 270° cos 220° tan 210° cot(180° — )

b) Resiti jednacinu

sin 3x = cos 2x.
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SEPTEMBAR 2004. g.

1. Neka su x7 i 29 koreni jednacine 2 —(m+1)x+2m—1 = 0, gde je m realan
parametar. Odrediti m tako da koreni budu realni i da vazi nejednakost

m%—km%

T1 + X2

<1

2. Resiti jednacinu

Vor +4++3x+1=5.

3. Ako je logs 2 = a izracunati log, 5, logg 125 i log,, 25 u funkciji od a.

4. Odrediti ugao a, a € (0,7/4), tako da je sina = (\/ 2 — \/§) /2.

5. Ivice pravouglog paralelopipeda odnose se kao a : b : c =2 : 3 : 6, a
duzina njegove dijagonale je D = 35cm. IzraCunati njegovu povrsinu i
zapreminu.

JUN 2005. g.
1. Resiti jednacinu
2cos’x +3cosz —2 = 0.

2. Odrediti za koje vrednosti promenljive = funkcija

322 —5x—3

=1
f(z) =logg 5 dr — 3

ima pozitivne vrednosti.

3. Odrediti kompleksan broj z = x + iy, za koji vazi
|z| —2z=1+4 2i.
4. Odrediti jednac¢inu zajednicke tangente elipse (E) i parabole (P), gde je
(E): 2022 4+ 45y% =900, (P): y* = 20x/3.

5. Dat je jednakokraki trapez, ¢ija je srednja linija m = 10cm i dijagonala
d = 20 cm. Izracunati njegovu povrsinu.
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SEPTEMBAR 2005. g.

1. Odrediti najmanji zajednicki sadrzalac (NZS) i najveéi zajednicki delilac
(NZD) za polinome

pi(z) =zt —a?  po(z) =2’ -2 +2 i pylz) =21

2. Uprostiti izraz

sin? ztan? x — 2sin? z + cos?

tan?x — 1
3. Resiti jednacinu

logs = + 2logy vz — 2 = 0.

4. Dva precnika kruga leze na pravama r+y—14 =01 2z —3y+12 = 0. Ako
se zna da krug prolazi kroz koordinatni pocetak, na¢i njegovu jednacinu.

5. Osnova piramide je pravougaonik sa stranicama ¢ = 12cm i b = 9cm, a
bocne ivice piramide su medusobno jednake i iznose ¢ = 12.5 cm. Odrediti
zapreminu piramide.

JUN 2006. g.

1. Resiti nejednacinu

1\ =2/ (=l
= > 9.
9

sin 192 + cos 192 = v/2 cos 23x.

2. Resiti jednacinu
3. Odrediti vrednost izraza

51080205 4 log, 3 (4 > + logy 5 <1 ) .
2\VT+V3 2\ 10 4 2v/21

4. U tacki A(1,y < 0) parabole y?> = 16z povucene su tangenta i normala na
parabolu. Izracunati povrsinu trougla ograni¢enog tangentom, normalom
i z—osom.

5. U jednakostranican trougao, ¢ija je stranica a = 6cm upisan je krug.
Iznad (pored) ovog kruga, takode u unutrasnjosti trougla, upisan je novi
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krug, koji dodiruje prethodni i dve boc¢ne stranice trougla. Izracunati zbir
povrsina i zbir obima ovih krugova.

SEPTEMBAR 2006. g.
1. Resiti jednacinu
4% —10-2%71 = 24.

2. Resiti nejednacinu
|22 + 1] — 5] > 2.

3. Odrediti kompleksan broj z = x + iy za koji vazi

|z| — 2 =1+ 2i.
4. Dokazati identitet
3 3 1
5 cos* z — cos® z + 5 sin*z — sin® z = 3

5. Odrediti zapreminu pravilne Cetvorostrane piramide, ¢ija je visina H =
15cm, a povrsina dijagonalnog preseka P; = 120 cm?.

JUN 2007. g.

1. Neka su z; i x5 reSenja kvadratne jednacine ma? — (m + 2)z + 2 = 0, gde
je m realan parametar. Odrediti za koje vrednosti ovog parametra vazi

nejednakost
T+ X2

12

3)" (19)" _ 4
7 21 ) 81

3. Ako je log, 11 = a i log, 13 = b, odrediti vrednost izraza

> 3.

2. Resiti jednacinu

(logy; 13 +log 5 11) 71,
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4. Ugao izmedu izvodnice i visine prave kruzne kupe je 60°, razlika njihovih

duzina je 5. Izracunati zapreminu kupe.

5. Resiti jednacinu sin 2z + cosz = 0.

SEPTEMBAR 2007. g.

1. Ako za neko a € (0,7/4) vazi sina-cosa = 2/5, izracunati

sin v — cos «.

. Resiti jednacinu
T =8

. Data je jednacina
2>+ (a—1Dr+3+a—4a*>=0 (a € R).

Ako su z1 i x2 reSenja date jednacine, odrediti vrednost izraza

L1
A

. Osnova prave prizme je romb. Njen omotac¢ iznosi M = 48, dijagonala
bocne strane je d = 5, a najkrace rastojanje naspramnih boé¢nih strana
jednako je visini prizme. Izracunati njenu zapreminu.

. Resiti jednac¢inu

cos2x +4cosx + 3 =0.

JUN 2008. g.

1. Resiti jednacinu sin 2x + cosx = 0.

2. Data je kvadratna jednac¢ina z? — 2(m + 1)z + (m + 3) = 0. Odrediti

vrednosti parametra m, za koje su oba korena jednacine realna i pozitivna.
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3. Resiti jednacinu
logs z - (loggxz — 1) = 2.

4. Odrediti visinu pravilnog tetraedra (trostrana, jednakoivi¢na piramida)
¢ija je zapremina V = /3.

5. Regiti jednac¢inu 222 — 3|z| — 2 = 0.

SEPTEMBAR 2008. g.

1. Ako za neko a € (0,7/4) vazi sina-cosa =2/5, izracunati

sin o + cos «.

2. Izracunati vrednost izraza

6 2 5 1
(Crnatea) e

3. Resiti jednacinu
logs z - (loggxz — 1) = 2.

4. Odrediti visinu pravilnog tetraedra (trostrana, jednakoivi¢na piramida)
¢ija je zapremina V = /3.

5. Resiti jednacinu

Vr+3++v2x—1=+4x +5.

JUN 2009. g.

1. Ako za neko a € (0,7/4) vazi sina-cosa = 2/5, izracunati

sin o — cos .

2. Resiti jednacinu
TP TITT =8,
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3. Data je jednacina
2+ (a—Dr+3+a—4a®=0 (a € R).

Ako su x7 i1 r9 reSenja date jednacine, odrediti vrednost izraza

L1
v a3

4. Osnova prave prizme je romb. Njen omotac iznosi M = 48, dijagonala
bocne strane je d = 5, a najkrace rastojanje naspramnih bo¢nih strana
jednako je visini prizme. Izracunati njenu zapreminu.

5. Resiti jednacinu

cos2x +4cosx +3=0.

SEPTEMBAR 2009. g.
1. Resiti jednacinu
3\ 49\ 49
;) Gr) =%
2. Dokazati jednakost

4 4 3 + cos4x
SiIn~xr +cos"r = ————.
4
3. Data je jednacina
2> +(a—1z+3+a—4a>=0 (a € R).
Odrediti parametar a tako da data jednacina ima realna reSenja.

4. Izracunati zapreminu kosog valjka ¢iji je jedan osni presek romb stranice
a i ostrog ugla 60°.

5. Resiti jednacinu
222 — 3|z| —2=0.
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